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Enunciado del teorema de Picard - Lindelof

Teorema de Picard—Lindelof

Sean I, J C R dos intervalos cerrados y acotados. Denotamos por [°y J°
a sus interiores, y sea (xp, o) € /° x J°. Supongase que F : | x J — R es
una funcién continua y de Lipschitz en su segunda entrada. Entonces
existe h > 0 tal que [xo — h, xp + h] C I, existe una tnica funcién

filxo—hx+h—JCR

diferenciable tal que

f'(x) = F(x,f(x)) con f(x0) = yo.
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Pasos de la demostracién
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Pasos de la demostracién

Pasos para la demostracién

@ Convertimos la ecuacién diferencial en una ecuacién integral.

@ Consideraremos x, € /°, de esta forma buscaremos h > 0 tal que
[Xo — h,X0+h] cl.

© Establecer las iteraciones de Picard para asi obtener la sucesién
{f}ken.

© Demostrar que {f}ken satisface la condicién de Cauchy uniforme.

© Hallar el limite f que sera la solucidén a nuestra ecuacién diferencial.

@ Demostrar la unicidad.

&)

Cinvestav

Cinvestav — Departamento de Matemdticas I TPMC 25 de enero de 2026 6/24



Demostracién
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Demostracién Paso 1

Basta notar que podemos pasar de una ecuacién a otra utilizando el Teorema
Fundamental del Célculo, a saber, si f cumple nuestras hipdtesis entonces
f cumple las ecuaciones:

P = FefG) ) =0+ [ Fer(o)d

X0
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Demostracién Paso 2

© Demostracién
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Demostracién Paso 2

Como F : | x J — R es continua, se tiene que existe M > 0 tal que
F(x,y) <M V¥(x,y) € lxJ. Ademds, como F es Lipschitz en la segunda
entrada, existe £ > 0 tal que |F(x,y1) — F(x,y2)| < L|y1 — y2| Vy1,y2 € J.

Como (xp, yo) € I° x J° entonces Ir > 0 tal que [xo — r,xo +r] C I, [yo —
r,yo+r] CJ.

Tomemos h >0 con h < min {r, 7, £} se tendra que
[xo — h,xo + h] C I
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Demostracién Paso 3

© Demostracién
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Demostracién Paso 3

Sea fy : [xo — h,x0 + h] — R con fo(x) = yo, Vx € [xo — h,xo + h].
Definimos una relacién fi1 de [xo — h, xop + h] a R mediante la regla de
correspondencia

fir1(x) = yo + /X F(t, f(t))dt Vk € NU{0}.

X0

Veamos que fi(x) define una funcién continua para todo k € NU {0}.
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Demostracién Paso 3

Sea
W = {k € N| fi(x) define una funcién continua}.

Se tiene que 0 € W. Suponga que k € W. Entonces

X

fira (%) = yo + / F(x, fi(x)).

Xo

Por hipdtesis, fx es continua, luego F o (id X fx) es continua, por lo tanto
integrable. Luego fi1(x) define una funcién. Como la integral indefinida y
x — yo definen funciones continuas, fx4+1 es una funcién continua.

Aplicando induccidén, se tiene lo deseado.
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Demostracién Paso 3

Siy € fir1([xo — h,xo + h]), entonces y = fiy1(x) para algin x € [xo —
h, xo + h]. Luego

y=yo+ /X F(t, fi(t))dt

0

y — ol < / IF(t, fu(1)) | dt
X0

\y—yo|s/ Mdt

0
ly — yol < |x — xo| M
ly = yol < hM
ly —yo| <r

Trivialmente fy cumple esto. Asi fi([xo — h,x0 + h]) C [yo — r, yo + 1],
Vk € N.
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Demostracién Paso 3

Una visualizacion de las iteraciones de Picard

Iteraciones de Picard

y(t) =t+y()
0)=1

Iteracién

= y_0()
— vy 10
— y_10()
= y_2()
= y_30)

y(®

= y_4()
= y_5()
- y_6()
— Y10
— y_8()
— y_9()

-1.0 -05 0.0 05 10
t
FIgU A’ Visualizacién de las iteraciones de Picard
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Demostracién Paso 4
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Demostracién Paso 4

Paso 4

Q Vi€ [xo— h,xo+ h], |F(t, fm(t)) — F(t, (1)) < L|fm(t) — fa(2)].
@ Vx € [x0 — b0+ K], [Fmsa(x) — Fosa(x)] < c/ £0(8) — £(8)]dt.

Seae > 0, n,mec N, supongamos que n > m.
X t
[fmt1(x) — fop1(X)| < £ / |F(s, fm-1(s)) — F(s, fo-1(s))|dsdt
X0 v X0

X t1
<r / / Llfn1(s) — Fo_1(s)|dsdt
xo Jxg

X tm
< Em/ / |fm—n(s) — fo(s)|dsdt, ... dt
X0 X0

<LThTr @
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Demostracién Paso 4

Ahora, como h < % entonces Lh < 1, luego Ifim (Lh)™ = 0O entonces,
m—>00

para £ > 0 existe N € N tal que si m,n > N se tiene que

[fmi1(x) = far1(x)| < e.

Luego, {fk}ken es de Cauchy uniforme.
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Demostracién Paso 5
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Demostracién Paso 5

Como {fx}ken es de Cauchy uniforme, F(x, fx(x)) es de Cauchy uniforme,
luego convergente uniformemente. Asi:

X

lim fir1(t) = lim yo+/ F(t, fc(t))dt
k—o00 k—o0 X

0

=yo+ lim / F(t, fi(t))dt

—00 0

:yo—i—/ F (t, lim fk(t)) dt
X k—o0

0

O bien, definiendo f = Iim f,
k—o0

F(x) = yo + /X F(t, £(1))dt. @
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Demostracién Paso 6
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Demostracién Paso 6

Sean ¢ y 1 soluciones de la ecuacién diferencial. Utilizando la desigualdad
de Gronwall: si u : [a,b] — R, entonces, v/(x) < Au(x) = u(x) <
u(a)exp (A(x — a)).

De la condicién de Lipschitz,

|0'(x) = ¥/ ()] < Lle(x) = (x)] Vx € [x0 — h,xo + h].

Asi, para x € [xo — h,xo + h], definiendo U : [x0,x] — R por U(x) =
lo(x) — 1(x)| se tiene que |p(x) — ¥(x)] < 0 Vx € [xo — h,xo + h], asi

= .
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Demostracién Paso 6
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