Problemas resueltos

Problema 1.

a) Demostracién. Se procede por induccién recorrida. Sea W := {n eN|Q"= [f}ﬂ ff” }}
n n—1

Q? = [2 1} _ [fd f2]7 entonces 2 € W. Suponga que k € W. Entonces
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asi, k+ 1 € W. Aplicando induccién W = N\ {0, 1}.
O

b) Demostracion. Q es diagonalizable con valores propios ¢ := (14 \/5) /2y 1—¢. Considere la matriz
p l—vp

cambio de base de la base canodnica a la base de vectores propios P := 1 1
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Entonces Q = PDP~! por lo que Q3" = PD3" P~ Asi, del inciso (a),

b e[ -0 0 ][]
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. Por isomorfismo se toma [f3n] como f3, y similarmente

] y su inversa
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"= frot fac1y (L= @)™ = fni1 — faw. En efecto. Considere los conjuntos
W = {nGN | (pn = fn‘p""fnfl} y Wy = {n€N| (1_(p)n = fn+1 _fn(p}

9% = 1/4(142v5+5) = 1/2(14+v5+2) = ¢+1 = fapp+f1 por lo que 2 € W,. Suponga que k € W,,.
Entonces ¢**! = oFp = (fro + foc)p = fulp+ 1)+ friorio = (fe + foc)@ + fr = forre + fr
Aplicando induccion se tiene lo deseado.

Ahora, (1 — )2 =1—2p+p? =2 — ¢ = f3 — fap. Suponga que k € Wy. Asi (1 — o)kt =

(1—=p)f (1 =¢) = (fir1 — o)1= ¢) = frr1— o419 — fep+ fro+ fe = for2 — frr10. Aplicando
induccién se tiene lo deseado. Entonces



\/Sf?m = (fop+ fn—1)3 = (fn+1 — fn‘P)S
= o>+ 3fn 1O far +3fnpfn 1 +
— fi + 3010 0 = 3far1@® SR+ [0
= 2130 + 31707 fr1 = Bfni1 [+
+3fnofe_ + 3fn90f3+1 + i, - fg+1
=2fn¢’
+ 320 fu1 = 3f20° fria
+3fatpfi_y +4fn80f2+1
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=2fn(2¢ +1)
+3fnfan1(p+1) =3[ fara(p +1)
+3fnfr 10+ 3fnf3+180
+ 13- f3+1
=4fpo +2f;
+ (o + 1B fuet = 32 (fn + fu-1))
+ B fafi 1+ 3falfa+ fa1)?)
+fo = (fat+ fa1)?
=4fpp +2f,
+ (e +1)(=3£)
+ (6 fnfn 1 +3f0 +6ffo1)
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20(fp + (fa + fam1)® = faz1)
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= (2 = D(fp + foy1 — fr-1)
=VB(f2+ i - ).

Luego, se sigue que f3, = fff + f73{+1 - fygz—1

O
Problema 4.
-1 0 0 O
. L 0 1 0 O . o .
Témese la matriz diagonal de A como D := 0 0 -2 ol Existe una matriz invertible P tal que
0 0 0 2

A= P 'DP.
Luego B= P~ 'D*P — 5P~ 'D?P + 51, esto es PBP~! = D* — 5D? 4 5I. Entonces se tiene:



a) Es verdadera.

det(A + B) = det(A + B)
= det(A+ A* — 5A% + 51)
=det(P"'DP + P7'D*P - 5P 'D?P + 5P P)
=det(P~*(D + D* — 5D?* 4+ 51)P)
= det(P~ ') det(D + D* — 5D? + 5I) det(P)
(

= det(D + D* — 5D? + 5I)
—1+1—5+5 0 0 0
~ det 1+1-5+5 0 0
- 0 —2416—-20+5 0
0 0 2416—-20+5
=0.

b) Es verdadera.

det(PBP~') = det(B) = det(D* — 5D* + 51)

[1—-5+5 0 0 0
et 0 1-545 0 0
—ae 0 0 16— 2045 0
0 0 0 16-20+5
1 0 0 0
0100
=det | 19 o 1 0
000 1
—1.

c) Es falsa. La traza es una funcién lineal, ain mds se tiene que para X,Y matrices de orden 4 x 4
arbitrarias, tr(AB) = tr(BA). Entonces

(
=tr(P"'DP) + tr(P~'D*P — 5P ' D?*P + 5I)
(PP™'D) + tr(PP~'D*) — 5tr(PP~' D?) + 5tr(I)
= tr(D) + tr(D?) — 5tr(D?) 4 5tr(I)
=0-+34—50+20
=4.

d) Es falsa. Tomando lo mencionado y operado en c), se tiene:

tr(A — B) = tr(A) — tr(B)
=tr(P~'DP) —tr(P™'D*P — 5P"'D?P 4 5I)
= tr(PP~'D) — (tr(PP~'D*) — 5tr(PP~1D?) + 5tr(I))
= tr(D) — (tr(D*) — 5tr(D?) + 5tr(I))

=0— (34 — 50 + 20)

= 4.

e) Es verdadera. Es el resultado obtenido en c).

Problema 5.
Sea f: N — N donde f(n) es el nimero de Zz-subespacios vectoriales de Z% de dimensién 1.
Como Zs es un campo finito, la cantidad de n-adas en el espacio vectorial Z5 también es finita. En

efecto.



Demostracion. Dendtese la cardinalidad de un conjunto A por |A| y sea W5 := {n € N\ {0} | |Z%| = 3"}.

Claramente 1 € W, pues |Zs| = [{[0]s, [1]s,[2]3}| = 3'. Suponga que k € W5. Entonces |Z5™'| =
(25 x {[0]s}) U(Z§ x {[1]s}) U(Z§ x {[2]s})] = [(Z5 x {[0]s})| + [(Z§ > {[1]s})| + (25 x {[2]s})] (pues son
conjuntos disjuntos).

Ahora o : ZE — ZE x {[n]3} tal que ([z1]3,-..,[zk]3) — (([x1]3s---,[zk]3),[n]3) es claramen-
te suprayectiva y si (([z1]s,...,[zx]3), [n]s) = (([z1]s, ..., [@}]3), [7]3) es claro que ([z1]s,...,[zx]3) =
([#4]3, - - -, [2}]3). Ast |ZE| = |Zk x {[n]3}| v entonces |Z5+!| = 3% + 3% 4+ 3% = 3#+1. Aplicando induccién
se tiene lo deseado. O

Considere que cualquier base de un Zs-subespacio vectorial de Z5 que tenga dimensién 1 tiene cardi-
nalidad 1. Luego, para cada vector w € Z%, {w} es base de un subespacio vectorial de Z} de dimensién
1. A saber, el generado £({w}). Como el generado es el conjunto de todas las combinaciones lineales de
w se tendrd que los vectores [0]sw = 0, [1]sw = w y [2]sw son los tnicos vectores en el generado. Entonces
el tnico vector linealmente dependiente de w que genera el mismo espacio es [2]sw, i.e. la mitad de los
vectores no nulos en Z% es generador de un unico espacio vectorial de dimensién 1.

Asf entonces, se tiene que f(n) = (3" —1)/2 y f estd bien definida, pues [3" — 1]s = [3]5 — [1]2 = [0].
Problema 6.

Supéngase que n € N con n = 22:0 ar10F. Entonces:

a) Demostracion.

M
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Luego n es divisible entre dos si [ag]2 = [0]2, i.e., ap es par.

b) Demostracion.

Luego, n es divisible entre tres si [22:0 ax]s = [0]s, i.e., la suma de los digitos de n es divisible
entre tres. O



¢) Demostracion. Suponga que tres divide a n y dos divide a n. Por el teorema fundamental de la
aritmética n se puede descomponer en primos, digamos n = p]* --- p;-y". Como 2 y 3 son primos, y
ambos dividen a n entonces p;, = 2 para algtn iy € {1,...,j} y pi, = 3 para algtn is € {1,...,7}.
Luego si q := pzl”flpz;zfl [Ipdk, ke {1,...,5}\ {i1,i2}, se tendrd que n = (3)(2)q = 6¢. Luego
seis divide a n. O



