Una demostracion al teorema de existencia de Picard-Lindelof
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Esta demostracion es el resultado del trabajo colaborativo realizado en el ler Taller de Problemas de
Matematicas Contemporaneas llevado a cabo en el Departamento de Matematicas del Centro de Investigacién
y de Estudios Avanzados.

La demostraciéon intenta evitar el uso de conceptos abstractos empleados en anélisis reduciéndolos al
calculo elemental visto en cursos Calculo I y II como los de la licenciatura en fisica y matematicas de la
Escuela Superior de Fisica y Matematicas del IPN.

Se utilizaron los siguientes resultados y definiciones:

Definiciéon 1 (Convergencia puntual y uniforme). Sea fr : A C R — R una funcidn para todo k € N. Se
dice que la sucesion {fi}ren converge puntualmente a una funcion f: A — R siVe € A,

lim fi(2) = f(x).
k—o0
Decimos que la sucesion converge uniformemente a f siVe > 0 existe N € N tal que para todo k > N

|fe(z) — f(z)] <e Vzeb.

Definicién 2 (Condicién de Cauchy uniforme). Sean f : A — R funciones Vk € N. Se dice que {fi}ren
satisface la condicion de Cauchy uniforme siVe > 0 existe N € N tal que para todo m,n > N yVx € A,

|fm(x) - fn(x)‘ <e.

Teorema 1 (Completez del espacio de funciones reales continuas). {fx}lren C R? es una sucesion de
funciones continuas que satisface la condicion Cauchy uniforme si y sélo si existe f : A — R funcion
continua tal que {fi}ren converge uniformemente a f.

Demostracion. Sea € > 0.
Six € A, como {fi}ren satisface la condicién de Cauchy uniforme, en particular para x, existe N € N tal
que si m,n > N entonces

|fm(z) = fn(@)| <e,



esto es, como R un campo arquimediano completo, {fi}ren es convergente para cada xz € A. Digamos
f(z) :=limg_ 0 fx(x). Sea f: A — R definida por f(x). Por la unicidad del limite en R, f es una funcién.

Como para /2 > 0 existe N’ € N tal que |f,,(z) — fn(2)] <&/2 V¥m,n > N’, pasando al limite en n, se
tiene que

|fm(z) — f(z)] <e/2 <e.

Como z € A fue arbitrario, {fi}ren converge uniformemente a f.

Sic € A, como {fi}ren converge uniformemente a f entonces para £/3 > 0 existe N” € N tal que
|fe(z)— f(2)] <e/3 Vae A, Vk > N".Luego, dejando fijo k, como fj es continua, para /3 existe § > 0 tal
que si [z —c| < & entonces | f(x) = f(c)| < [fu(x) = f(2)[+|fr(2) = fr(c)|+[fe(c) = f(o)| <e/3+e/3+¢/3 =e.
Luego f es continua en ¢, el cual fue arbitrario por lo que es continua en todo A.

Ahora, como {fx}ren es uniformemente convergente a f, para /2 > 0 existe N € N tal que si m,n > N

entonces |fm(z) — fn(@)] < |fm(x) — f(@)] + |fu(z) — f(z)] < £/2 +€/2 = e. Luego {fx}ren satisface la
condicion de Cauchy uniforme.
O

Teorema 2 (Convergencia uniforme para la integral). Sea {fi}ren C RIY una sucesion de funciones
Riemann integrables sobre [a,b] intervalo cerrado y acotado, que converge uniformemente a una funcién
Riemann integrable f. Entonces

lim /abfk(x)dx_/abf(x)dx.

k—o0

Demostracion. Sea € > 0. Como {fx}ren converge uniformemente a f, para €/(2(b — a)) existe N € N tal

quesik > N
b b b
[ #@do~ [ s = | [ () - fla)de
b
< [ 1fw(@) = f(2)]dz
b
€
< oot
<e
Que es lo que queriamos demostrar. O

Definicién 3 (Condicién de Lipschitz). Sea f : A — R una funcidn. [ se dice de Lipschitz si existe
L >0 tal que
|f(x1) — f(22)| < L|zy — 22| V1,220 € A

Asi, se da la siguiente demostracion de existencia para el teorema:

Teorema 3 (Picard-Lindeldf). Sean I,J C R intervalos compactos. Sea (xq,yo) € int(I) x int(J) (int(A)
denota el interior de A). Supéngase que F : I x J — R es una funcion continua y de Lipschitz en su sequnda
entrada. Entonces existe h > 0 tal que [xo—h, zo+h] C I y existe una unica funcion f : [xo—h,x0+h] — J
diferenciable tal que

f'(@) = F(z, f(z)) con f(x0) = yo.
Demostracion. Si ¢ : A — R es una funcién que satisface la ecuacién integral

x

o(z) = o + / F(t, p(t))dt

0

entonces, ¢ es diferenciable y por el Teorema Fundamental del Célculo, ¢'(z) = F(z, ¢(z)). Utilizando otra
vez el Teorema Fundamental del Célculo, una funcién f es solucién de la ecuacién integral si y sélo si es



solucién de la ecuacion diferencial.

I x J es compacto, luego F' es acotada, por lo que existe M > 0 tal que F(z,y) < M V(z,y) € I x J.
Ademés, como F es de Lipschitz en su segunda entrada, existe L > 0 tal que |F(z,y1) — F(z,y2)| <
Ly, y2| Vy1,92 € J.

Como (xg,yo) € int] X intJ existe r > 0 tal que [xg —r,xzo+7] C Ty [yo —r,yo+7] C J.

Sea h > 0 con h < min{r,r/M,1/L}.

Definimos fj : [xg — h,zo + h] — R por . — yg Vz € [xg — h, 29 + h] y se define una relacién fi11 de
[0 — h,z0 + h] a R por

x
fn(@ =w+ [ Ft.fu®)dt ke N\ {0),
Zo
Sea W := {k € N| fr(x) define una funcién continua}. 0 € W, claramente. Supdéngase que k € W. Asi,
F o (id x f) es una funcién continua, por lo tanto integrable. Asi, de la unicidad de la integral, fi1+1 es una
funcién. Del Teorema Fundamental del Célculo, la integral indefinida define una funcién continua, y = — g
también. Asi fi11(z) define una funcién continua. Aplicando induccién W = N.

Ahora, si y € fr+1([zo — h, 20 + h]), entonces y = f(z) para algin = € [zg — h, o + h]. Asi

y=u+ [ " fut))t

ly — ol < / P, fo(t))dt

ly — ol s/ Mdt
zo

|y — yo| < |7 — x0| M
|y —yo| < hM
ly —yo| <.

Trivialmente fo([zo — h, o+ h]) C [yo — 7, yo +7] por lo que fr([xo—h,z0+h]) C [yo—r,y0+7r] VEeN.

Sea e > 0y m,n € N. Sin pérdida de generalidad, supéngase m > n. Asi

[fms1(2) = fryr(2)] < /x [E'(t, fm () — F (¢, fu(t))]dt

< L/wlfm(t) ()

<t

<12 / / et () — fus (1)) dsdlt

/ Lifm(s) — fu(s)|ds| dt

ng-&-l/ / () — fo(s)|dsdty, ... dty
o o
< Lm+1hm+1r.

Asi, como Lh < 1, utlizando el hecho de que limy_ o, (Lh)* = 0, para ¢/r > 0 existe N € N tal que si
m,n > N entonces

|fm+1($) - fn+1($)\ <e.



Entonces { fx tren es de Cauchy uniforme.

Ahora, para /L > 0 se tiene que existe N’ € N tal que si m,n > N entonces

|F (2, fm (7)) = F(z, fn(2))] < LIfm(z) = fulz)] <e.

Asi {F(x, fr(x))}ren es de Cauchy uniforme, luego uniformemente convergente. Entonces:

x

A fiep () = limo (yo + /mo F(t, fk(t))dt>

==m+lml/«ﬂthﬁﬂﬁ
k— oo zo

xr
o+ [ Jim F(t fu(0)i
. k— o0

0

O bien, definiendo f := limy_ o0 f,

x

f(@) = yo +/ F(t, f(t))dt.

Zo

Lo que demuestra la existencia de una solucién para la ecuacién diferencial.



