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Fundamentos de la
geometria euclidiana



Capitulo 1. Fundamentos de la geometria euclidiana §1.1

1.1 Espacios vectoriales euclidianos

Notacién. Sean ey := (1,0,0,...,0),e5 := (0,1,0,...,0),...,e, := (0,0,0,...,1) € R™. Al
conjunto C := {ey, ea,...,e,} lo llamaremos base canénica de R™.

Definicion. Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita. V', dotado de un funcional lineal
(-, : V x V — R definido por (z,y) — (z,y), se llamard un espacio vectorial euclidiano
si se cumple:

(a) (Bilinealidad): {(az1 + asxe,y) = ar(x1,y) + a2 (x2,y) V1,22, €V y aq, 0 €R.
(@, Bran + Bayz) = Bu(@,y1) + Balw,y2) Vy1,y2,2 €Vy b1, B2 €R.

(b) (Simetria): (z,y) = (y,z) Va,y V.

(c¢) (No negatividad) (x,z) >0 ze€V,y(z,2) =0 < z=0.

El funcional simétrico y bilineal (-,-) : V' x V' — R se llama producto interno. El producto
interno canénico! para el R-espacio vectorial R™ estd dado por la regla:

Ve = (z1,...,%n),2=(21...,2,) ER" ((x,z> :inzl)
i=1

Cada producto interno induce una funcién || - || : V' — R con x + (z,z) a la cual se le define
por

Definicién. La funcién || - || : R™ — [0, +oo[ dada por z — (z, z) se le llama norma. Si (-, -)
es el producto interno canénico entonces a || - || le decimos norma euclidiana.

Proposiciéon 1.1. La norma inducida por un producto interno satisface las propiedades:
a. ||zl >0, Ve € R". ||z|| =0 si y sélo si z =0.
b. || Az]| = [A|||lz]|, Vz € R, VA € R.
c. |lz+z| < |l=|| + ||z||, Yz, z € R™.

Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Va, z € R™ se verifica |(z, z)| < ||z||||z||-

Demostracion. Ejercicio. O

1E] nombre canénico puede verse como consecuencia de ser la tnica forma bilineal que hace ortogonal a la
base canénica de R™. Formalmente, si S = [1,n], § : S x S — R es la delta de Kronecker y ¢ : S — R"™ es la
inclusiéon de S en R™ dada por k — ey, entonces es conmutativo el diagrama

SXS%{R

///
LXt -
R

R™ x R™

X () 1, siky = ko
(kl,kg) — (ekl,ekz) —_— { 07 si k?1 # k’g
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Definicién. Siz,z € R™\ {Og~}, definimos el dngulo 6 € [0, 7] entre los vectores x y z como
el numero real que satisface

@)
<0s(6) = T2l

Observacion. (z, z) = ||z||||z|| cos(8).

Definicién. Siz,z € R™, decimos que estos vectores son ortogonales si (z,z) = 0.

Definicion. Sean x,z € R™ \ {Og~}. Definimos la proyeccién del vector x sobre el vector z,
denotada por x, como

 ,2)
TR

Orientacion en R™.

Sean {a1,...,an} y {B1,...,8n} bases de R". Existe {a;;}}';_; C R tal que

n
o; = E aijﬁj.
Jj=1

Sea A € M, con (A);; = a;j y Ta : R" — R" con o — Aa. Supdngase que v = Y ;_| CrpQ.
Note que Ta(a) = Y _; diBx para algunos dj, € R. Si se tiene que T4 () = Ogn, como {by }}'_;
es base, se tiene que d, =0, Vk=1,...,n. Por lo tanto a = 0, luego T4 es no singular. Aun
més, T4 es un isomorfismo, por lo que A es invertible. A se dice ser la matriz de cambio de base
de la base {ay}7_; ala base {Bx}7_;.

Sea B el conjunto de todas las bases de R™. Sobre este conjunto, se define:

dadas Bj, By € B decimos que: By ~ By si y sélo si la matriz de cambio de base de la base B;
a la base Bj tiene determinante positivo.

Claramente la matriz cambio de base de B; a By es idy,, por lo que By ~ By. Como la matriz
de cambio de base es invertible y |[A~1| = 1/|A| entonces si By ~ By entonces By ~ By. Si C es
la matriz cambio de base de By a By y D es la matriz cambio de base de By a Bg, se tiene que
la matriz de cambio de base de By a B3 es DC'. De este modo, si By ~ By y By ~ Bg entonces
|DC| = |D||C| > 0. Luego ~ define una relacién de equivalencia.

Notamos que B/~ es un conjunto con dos elementos. Si B € B y B € [{ex}}_,] entonces
diremos que el espacio R™ dotado con la base B tiene orientacién positiva. Si B & [{ex}7_,]

entonces decimos que R” dotado con la base B tiene orientacion negativa.

Ejercicio. Determina si la base {(1,3,5),(2,3,7), (4,8,3)} proporciona una orientacién positiva
a R3.

Definicion. Sean x = (v1,22,73),2z = (21, 22, 23) € R3. Definimos el producto vectorial (tam-
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bién llamado producto cruz) de z y z denotado por x x z como sigue?

T2 T3
z2  Z3

r1 I3
Z1  Z3

1 T2
T X z= er — 62+Z

€3
1?2

Proposicién 1.2. El producto vectorial cumple las siguiente propiedades. Si x,y,z € R® en-
tonces se tiene:

4. TX2=—2XT

b. xx(y+z)=xxy+axxz

c. (Ax)xz=Azx2)

d. © x (yx z)={x,2)y — (x,y)z
T1 T2 T3

e (xxXy,2)=|y1 Y2 Y3
21 oz 23

Demostracion. Ejercicio. O

Ejercicio. Demuestre que (x X y, z X w) = (z, 2)(y, w) — {(x,w)(y, 2).

Ejercicio. Considere el paralelogramo P :

/ _/

Calcular el area de P en funcién de x X y.

2Simbélicamente se suele escribir

€1 €2 €3
1 T2 I3
z1 22 zZ3

TrXz=
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