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Introduccion

Estas notas son del curso de dlgebra IT impartido por el Dr. Hugo Méndez Delgadillo en
la licenciatura en fisica y matematicas en la Escuela Superior de Fisica y Matematicas
del Instituto Politécnico Nacional. El curso del Dr. Hugo fue en base a [HK71] para
la mayoria del curso y [Morl4] para la seccién de permutaciones. De mi parte extendi
los temas a lo que el profesor tuvo planeado ver en el curso. Aln asi, estas notas no
sustituyen ningin material original y sélo deben utilizarse como apoyo para el curso de
algebra II.

Para todos los interesados en varios temas que podrian causar algo de confusiéon en una
primera exposicién, me tomé la libertad de dejar varios libros en la bibliografia para
resolver algunas dudas que pudieran tener sobre légica, conjuntos y espacios vectoriales
de dimension infinita, asi como generalizaciones de los temas vistos en el curso.

Las primeras secciones tratan los famosos preliminares del profesor Hugo, en algunas
cursos con méas preliminares que en otros. En este caso el profesor Hugo da una nocién
de la teoria de conjuntos para establecer formalmente varios objetos de estudio, como
lo son los sistemas de ecuaciones lineales y matrices, asi como las bases de espacios
vectoriales en general. De mi parte, el sistema axiomatico se introduce por medio de un
lenguaje formal como es expuesto en [FV17]. Es suficiente con tener una idea de légica
de primer orden, que puede verse en varios libros de la bibliografia o en los apuntes
que proporcione el profesor Hugo. Para un estudio formal desde la matemética es re-
comendado leer [Ivo25c] junto con [Ivo25b], [FV13] y [Mon76]. En el primer capitulo
se tratan los sistemas de ecuaciones formales y su relaciéon con las matrices, haciendo
uso a veces del llamado razonamiento inductivo con el cual abusamos pero evitamos
ahogarnos en la notacién, como lo dice el profesor Hugo. En el segundo capitulo se
estudian algunos resultados sobre espacios vectoriales, usualmente enfocandonos en es-
pacios vectoriales de dimensién finita, pero presentando demostraciones que son vélidas
para el caso infinito. Junto con esto se introducen las coordenadas de manera formal
y algunos ejercicios divertidos. Para el tercer capitulo se estudia el tema principal del
algebra lineal, las transformaciones lineales. En el curso impartido en el semestre 2025-1
sOlo se llego6 a funcionales lineales, asi que la parte correspondiente al doble dual confia
fuertemente en [HK71]. En el cuarto capitulo se tratan las determinantes y su relacién
con las permutaciones. La exposicion que se tuvo en el semestre fue pequenia por lo
tanto las secciones también son algo rapidas. Para los apéndices, el primero trata el
muy recurrente tema en los cursos del profesor Hugo de clases de equivalencia médulo
n. Este tema es interesante y personalmente recomendaria leer sobre teoria de ntime-
ros y criptografia para ver la teoria y aplicaciones correspondientes. De momento, una
corta exposicién a este tema estd en [Ave+17]. El segundo apéndice trata brevemente
los conceptos necesarios para un solo teorema, el de la invarianza en la cardinalidad
de bases de espacios vectoriales para el caso infinito. Un desarrollo mas amplio de la
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teorfa que trata estos espacios vectoriales se encuentra en [Jach3], pero personalmente
recomendarfa buscar otras fuentes como [Ivo25al.

Sobre notaciones, se denota a la delta de Kronecker por d;; y una de las més utilizadas
es la del conjunto [a, b] que denota el intervalo de nimeros enteros entre a y b. Otra de
ellas es la de una funcién dada como f:A — B, la cual se utiliza para distinguir las
z - f(z)

funciones de su grafica pues queremos dejar claro que es importante el dominio, el con-
tradominio y la regla de correspondencia (relacién). Aunque, entrando en la tipografia
y el aspecto técnico del documento, las notaciones no son consistentes para preservar
cierto orden en el texto, hablando de la definicién como macros en el archivo.

Los ejercicios son en su mayoria teoremas que pudo dejar o no el profesor de ejercicio. En
cualquier caso no son demasiado complejos de resolver, pero se tiene que tener en mente
que algunos necesitan de pensar cuidadosamente y entender bien los conceptos, incluso
aquellos en los preliminares o en los apéndices. Atin con estos ejercicios es recomendable
estudiar completamente las listas que proporcione el profesor antes de cada examen.
Estas son de mucha utilidad para resolverlo.

Finalmente, estas notas no tienen ningin tipo de conexién oficial al Instituto Politécnico
Nacional mas que ser escritas por uno de los alumnos inscritos en el periodo 2026-1 asi
como tampoco buscan suplir la labor del profesor ni el material oficial que se encuentre
en la bibliografia del plan de estudios del curso.
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Figura 1: Miku en el cerro.
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Preliminares

§ Nociones sobre conjuntos

El lenguaje de la teoria de conjuntos’

Esta seccién se indica opcional mediante el superindice . Estd aqui para clarificar
lo que es una propiedad en la teoria de conjuntos y cémo construirlas a partir de
interpretaciones.

La teoria desarrollada en el curso hace uso de la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel
con el axioma de eleccién. Un estudio mds detallado se puede encontrar en [Herl7],
[SF96] y [FV17]. Para consultar sobre la 16gica que de la que se hace uso aqui, [Dea99]
y [Kle52] son fuentes suficientes para entender més a detalle lo que aqui se presenta.

Se presenta la teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel (ZF) con el Axioma de Eleccién
(ZFE) de manera axiomética a través de un lenguaje formal. Un lenguaje formal consta
de un alfabeto, reglas sintacticas y una interpretacién. A grandes rasgos, un lenguaje
formal es un lenguaje con estructura de “cédlculo”. Se supone que el lector ya tiene
nociones de légica, ain cuando estas no son del todo formales, se entiende que sabe
cémo formar proposiciones yuxtaponiendo simbolos como p — ¢. De manera similar, se
dard el lenguaje de la teoria de conjuntos con el cual se formardn cadenas de simbolos
bajo ciertas reglas y las cuales interpretaremos como dichos o declaraciones sobre los
conjuntos.

Decimos que el lenguaje formal de la teoria de conjuntos (o simplemente el lenguaje
TC) consiste de los siguientes simbolos [Bre22]:

1. Funtores o conectivos 16gicos: A, V, — | «—.

2. Cuantificadores: V, 3.

3. Variables: a,b,¢,...,A,B,C,...,;a,B,7,...,a1,a2,a3, .. ..
4. Paréntesis: (, ).

5. Relatores: =, €.

Una cadena de simbolos es la yuxtaposicién de simbolos del lenguaje formal. En este
caso, — VAd = a € AS es una cadena de simbolos que el lector percibird que no tiene
sentido. Y con toda razén. Lo que buscamos es construir cadenas de simbolos con cierta
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estructura para poder dotarlas de un significado sin ambigiiedades. Asi entonces, damos
reglas sintécticas para construir lo que llamaremos férmulas, primero en nocién y luego
dando reglas de formacién explicitas..

Una férmula del lenguaje TC es una cadena finita de simbolos (finita en su sentido
comun: que termina) de forma que “tenga sentido”, lo cual se puede lograr de varias
formas!. Nos decantaremos por evitar esta notacién y en su lugar utilizar los paréntesis
para remover ambigiiedades. Primero, queremos expresar declaraciones conjuntistas
mediante la 1égica. Por esto es necesario que dentro de nuestro lenguaje esté contenido
el lenguaje de la légica de primer orden. Esto es, que si cadenas de simbolos del lenguaje
TC, ¢ y v, son férmulas, entonces estas suplen el lugar de las variables proposicionales
-, o — Y, o AP, VY y @+ 1), haciendo de estas nuevas proposiciones, férmulas
del lenguaje TC. En cuanto a los cuantificadores, las férmulas toman el lugar de las
proposiciones para formar predicados como V() o Jy(¢)) donde x y y son variables.

Ahora, las reglas de formacién explicitas son:
RF1. Para cualesquiera variables = y y, € y es una férmula.
RF2. Para cualesquiera variables = y y, * = y es una férmula.
RF3. Para cualquier formula ¢, ~¢ es una férmula.
RF4. Para cualesquiera férmulas ¢ y 1, ¢ — 1 es una férmula.
RF5. Para cualesquiera férmulas ¢ y ¥, ¢ A1 es una férmula.
RF6. Para cualesquiera formulas ¢ y ¥, ¢ V ¢ es una féormula.
RF7. Para cualquier féormula ¢ y cualquier variable z, Va(¢) es una férmula.
RF8. Para cualquier féormula ¢ y cualquier variable z, 3x(¢) es una férmula.
RF9. Estas son las tinicas maneras de construir formulas.

Estas reglas de formacién nos permiten saber si una cadena es una féormula del lenguaje
TC mediante la examinacién parte por parte de la cadena. Por ejemplo

Vedz(x € y — —x = 2)

se construye a partir de las cadenas x € yy x = z las cuales son férmulas por RF1 y RF2.
Entonces -~z = z es una féormula por RF3 y z € y — —x = z es una férmula por RF4.
Luego 3z(z € y — —x = z) es una férmula por RF8 y entonces Vzdz(x € y — -z = 2)
es una féormula por RF7.

De este modo, otras cadenas como VzA € z— no son férmulas y esto encajard con el
sentido del que dotaremos a las férmulas.

Los simbolos légicos se interpretan de la misma manera que se hace en su propio lenguaje
formal, e.g. “entonces”, “y”, “0” (en su sentido inclusivo), etc. Mientras que los simbolos
del lenguaje TC € y = se interpretan como “estar en” (o simplemente “en”) y “es igual”
o simplemente “igual”, respectivamente. Esto nos permite interpretar predicados mas
complejos, como

JyVa(—x € y)

1Para evitar ambigiiedad, libros que introducen el lenguaje formal de la 16gica proposicional definen
férmulas mediante el uso de la notacién polaca inversa. Por ejemplo, — pg (note la estructura f(a,b))
tiene dicha estructura y tiene la interpretacién usual, p entonces g. Sin embargo esta notacién evita
la ambigliedad de escribir, por ejemplo, p — ¢ — 7, supliéndola por una notacién de lectura tnica
— — pqr sin la necesidad de paréntesis.
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como “existe y para todo x tal que no z estd en y”, que mejor interpretado significa-
ria “existe y para todo z tal que ningtin x estd en y”. Aqui una distincién recurrente
que llega a causar problemas es que V() no significa que existan elementos x para
los cuales se declare . Significa que, sin importar si existen o no existen elementos
z, de ellos se dice . Asi entonces, una traduccion final a la férmula anterior seria
“existe un y tal que, de existir x, entonces x no estd en y”, la cual deja claro este rol
del cuantificador V, pero quedara implicita en la mayoria de declaraciones sobre con-
juntos que se hagan. Y, sin abordar demasiado el tema, los cuantificadores trabajan
sobre un universo definido. Esto es, cuando se dice algo sobre las variables = mediante
la férmula Va(p), esas variables tienen que salir de algtin lugar, del universo de traba-
jo. Esto permite, intuitivamente, pensar que cuando escribimos Vz(y), nos es posible
determinar un asignamiento de verdad (verdadero o falso) a la férmula mediante la
interpretacién de las variables x en dicho universo?.

Para un tratamiento mas riguroso, es necesario cubrir por completo las reglas de trans-
formacion. Sin embargo, se evitara esto, en su lugar dejando al lector con la manipu-
lacién logica que ha practicado en el primer semestre o con otros textos. Las reglas de
transformacién son reglas que nos dicen cémo pasar sintacticamente de una férmula
a otra. Estas vienen, usualmente, de la intuicién légica usual, es decir, de manipular
los predicados o proposiciones para obtener otros equivalentes. Por ejemplo, pasar de
=(Vz(p)) a dz(—p) o de =(p A ) a (mp) V (—). La cuestién sintdctica y deducti-
va requiere de métodos como el axiomatico o el de deduccién natural para establecer
formalmente las reglas. Para el lector, de momento, serd suficiente con manejar intui-
tivamente estos conceptos, guidndose por la intuiciéon o de algtn libro.

Abreviamos -z = y por x # y, ¢ € yporx € y,Vz(z € x — z € y) porz C y
y x C y por x € y. De maneras similares, podemos introducir nuevos simbolos para
representar féormulas de nuestro lenguaje formal mientras exploramos la teoria.

Ahora, el principal fin de esta seccion es dejar claro qué constituye una propiedad en
nuestro lenguaje formal. Para esto, se da la siguiente definicion.

Definicion: Si ¢ es una férmula del lenguaje TC, decimos que z es una variable libre
en o si z no estad afectada por ningin cuantificador. Denotamos que x es libre en ¢ por
©(x). Si al menos un cuantificador afecta a = entonces decimos que la variable es ligada
en .

Por ejemplo, la férmula Jy(x # y) tiene variable libre = y variable ligada y. Su inter-
pretacién es “existe un y tal que x no es igual a y”, de donde se debe notar que se esta
diciendo algo sobre x, o que se estd dictando una propiedad de x mientras que se esta
utilizando a y para decir algo sobre z. Otro ejemplo, en JyVa(z ¢ y) no hay variables
libres. En este caso, no estamos predicando algo sobre algin y, estamos afirmando que
existe uno que cumple con x € y.

Intuitivamente, una féormula con variable libre z se interpreta como una “propiedad”
de z. Esto nos permite hablar de propiedadades mientras podamos llevarlas al lenguaje
TC. Asi, establecemos la siguiente definicién.

2Algo que no exploramos aqui es lo que se entiende por verdad de las férmulas. Para ese tipo de
estudio se requiere introducir la nocién de modelo, lo cual se desvia de los propésitos de la seccién.
Por esto, se deja al lector con otra nocién intuitiva de las férmulas que son verdaderas y las que no
dependiendo del universo que contiene a sus variables
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Definicién: Introduciendo los simbolos {,} v |, si ¢ es una férmula del lenguaje TC
con variable libre x, definimos un término clase como la cadena de simbolos de la

forma {z | ¢(x)}.

Vale la pena interpretar la definiciéon anterior. Un término clase o simplemente una
clase es un objeto que no es parte del lenguaje TC pero es de utilidad para hablar
sobre la teoria que se construye a traves de él. Las clases se cuantifican sobre conjuntos,
informalmente, son colecciones de conjuntos. Aqui | se interpreta como “tal que” de
modo que la definicién nos dice que la clase A es la coleccién de los conjuntos z tales
que z es libre en ¢, o bien, tales que ¢(x) (que se interpreta como “aquellos x que
cumplen? la propiedad ¢”).

Si le es posible definir lo que significa “ser un perro rabioso” en el lenguaje TC entonces
le es posible construir la coleccién de los perros rabiosos a través de los términos clases.
Esto tdltimo, en pocas palabras, se refiere a lo que significa “formalizar” un concepto.
En medida de lo posible, la formalizacién trata de evitar elecciones arbitrarias de pro-
piedades, por ejemplo, “ser pequeno” o “estar gordo” son propiedades subjetivas que
pueden ser formalizadas® pero que carecen de importancia para la teorfa, por ejemplo,
de los ntimeros reales.

Podemos describir la clase de todos los conjuntos por V := {z | x = z} (la coleccién
de todos los z que son iguales a si mismos, esto es, todos los objetos de la teoria
de conjuntos: los conjuntos) y entonces convenir en que x € V significa que z es un
conjunto, y en general, decir que si z € A entonces p(z), i.e.,  cumple la propiedad
que define al término clase A.

Si se tienen clases A y B se escribe AN B por {z |z € AAx € B} y se escribe AC B
por Vz(x € A — x € B).

A continuacién, utilizando el lenguaje que acabamos de definir (de manera poco formal)
se crea una TC-teoria, i.e. una coleccién de formulas del lenguaje TC que se siguen de la
manipulacion légica de formulas dadas, que llamamos axiomas. La teoria de conjuntos
ZFE tiene los siguientes axiomas.

Al Fyz(—z € y),

A2 VaVWVr(x € a >z €b) > a=1,

A.3 Para cada término clase A, x N A€V,

A4 VaVbIyWe(x € y «—>x =aVz =b),

A5 Va3yVz(z € y «> 3z € a(z € 1)),

A6 YaTyVz(z € y «— z C a),

A7 V(@ # v — 3f(f es una funcién de eleccién para x)).

Algunos detalles sobre el Axioma 7 se encuentran en el apéndice B. Este es utilizado
de forma implicita en muchas demostraciones en matematicas.

3Note que un término clase junto con la férmula de variable libre = es una definicién meramente
sintactica. No exploramos lo que significa, por ejemplo, sustituir un a del universo en la férmula o qué
significa que ¢ sea verdadera en z.

4e.g. decimos que x es pequeno si 3x13x2Vy(y € x «— (y = 1 Vy = x2)). Pero estas nociones de
pequeno y grande pueden ser de interés para teorias como la de categorias.

4
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Algunos axriomas y resultados

Ahora es conveniente interpretar los axiomas para trabajar con ellos de forma maés
entendible en el lenguaje natural.

Axioma 1 (de Existencia): Existe un conjunto que no tiene elementos.

Axioma 2 (de Extensién): Si todo elemento de a es un elemento de b entonces a = b.

De estos dos primeros axiomas se puede demostrar que el conjunto que no tiene ele-
mentos es 1inico y por lo tanto podemos denotarlo por &.

Axioma 3 (de Especificacién/Esquema de Comprensién): Para cualquier propiedad
p(z) (férmula del lenguaje TC con variable libre z) y conjunto z, la clase

{zlzeznp(2)}

que escribimos como
{zex]w(z)}

es un conjunto.

Note que en realidad el axioma Esquema de Comprensiéon adquiere su nombre por ser
un esquema para crear, a lo mas, tantos axiomas como clases.

Axioma 4 (del Par): Para cualesquiera conjuntos a y b existe un conjunto y tal que
rE€ysiysdlosiz=ao0xz=>o

Axioma 5 (de Unién): Para cualquier conjunto a existe un conjunto y tal que z € y
si y sélo si existe un x € a tal que z € x.

Axioma 6 (del Conjunto Potencia): Para cualquier conjunto a existe un conjunto y
tal que z € y si y s6lo si z C a.

Los conjuntos determinados por el axioma Esquema de Comprensién, axioma del Par,
el axioma de Unidén y el axioma del Conjunto Potencia son tinicos. Por esto podemos
denotar sin ambigiiedad al conjunto determinado por A.6 por P(a), al conjunto deter-
minado por A.5 por | Ja y si a consiste de dos elementos (i.e. Vz(z € a+z =2Vz =y)
con x # y), denotando a = {z,y}, entonces escribimos z Uy := (J{z,y}. En general, si
a es el conjunto definido por Vz(x € a«—x =21V -V = x,) con z1,. .., z, distintos
entre si entonces podemos denotar a través de las clases a = {x1,...,2,}.

No se extendera el estudio de conjuntos en estas notas a los términos clases, asi que de
aqui en adelante se denota a los conjuntos con letras mayusculas o letras caligraficas,
gbticas, etc. Para un estudio desde otras teorias o extensiones de la utilizada consultar
[SF96] y [Qui69].

Definicion (Par ordenado): Se define el par ordenado de elementos a y b como

(a,b) = {{a},{a, b}}

Definicion (Producto cartesiano): Sean A y B conjuntos cualesquiera. El producto
cartesiano de A y de B es el conjunto A x B consistente de todos aquellos pares

5
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ordenados (a,b) tales que a € Ay b € B, esto es,

Ax B={(a,b)|a€ AND € B}.

Se puede demostrar que para cualesquiera A y B el conjunto A x B existe y estd dado
de la siguiente manera:

Ax B={(a,b) e P(P(AUB)) |ac ANbe B}

Definicion (Relacién (binaria)): Si A y B son conjuntos, se dice que el conjunto R es
una relacién (binaria) de A en B si

RC A x B.

Si R C A x A diremos simplemente que R es una relaciéon en A. Y denotamos (z,y) € R
como z R y. En caso contrario, escribimos = R y

Ejemplo 0.1: i) & y A X B son relaciones en A x B (de A en B).
ii) {(1,1),(2,2),(1,4),(3,4)} no es una relacidn en {1,2,3} pero si en {1,2,3,4}.

Definicion (Relacién de asignacién total): Si Ay B son conjuntos y R es una relacién
de A en B, se dice que R es relacién de asignacién total si

VYa € A3b, € B tal que (a,b,) € R

Definicién (Relacion de asignacion tnica): Si Ay B son conjuntos y R es una relacién
de A en B, se dice que R es relacién de asignacion tnica si satisface que

Ya,b,c si(a,b) € Ry (a,c) € R entonces b = c.

Definicién (Funcién): Si A y B son conjuntos y R es una relacién de A en B, se dice
que R es una funcién, si R es una relacién de asignacion total y de asignacién tnica.

Ejemplo 0.2: i) {(1,3),(2,5)} no es relacidn de asignacidn total de {1,2,3} en
{1,2,3,4,5}. Pero si desde {1,2}.

it) {(1,1),(1,2),(2,1)} no es relacién de asignamiento tinico en {1,2}. Pero {(1,2),
(2,1)} stlo es.

iii) f:R\{-2,-3} — R con x — 1/(2% — 52 + 6) no es funcidn.
) g:R\{2,3} — R con x — 1/(2% — 52 + 6) es funcion.

Definicién (Relacién reflexiva): Si A es un conjunto y R es una relaciéon en A se dice
que R es reflexiva si Va € A (a,a) € R.

Ejemplo 0.3: i) La relacion de perpendicularidad L no es reflexiva.
ii) # no es reflexiva.
iii) || depende de la definicion.
i) a~be>n|b—a es refleziva.

Definicion (Relacién simétrica): Si A es un conjunto y R es una relacién en A se dice
que R es simétrica si Va,b € A si (a,b) € R entonces (b,a) € R.

6



0.1. Nociones sobre conjuntos

Definicién (Relacién transitiva): Si A es un conjunto y R es una relacién en A se dice
que R es transitiva si Va,b,c € A si (a,b) € Ry (b,c) € R entonces (a,c) € R.

Definicién (Relacién antisimétrica): Si A es un conjunto y R es una relacién en A se
dice que R es antisimétrica si Va,b € A si (a,b) € Ry (b,a) € R, entonces a = b.

Definicién (Relacién de orden no estricto): Si A es un conjunto y R es una relacién
en A se dice que R es una relacién de orden no estricto si satisface que R

i) es una relacién reflexiva.
ii) es una relacién antisimétrica.

iii) es una relacién transitiva.

Para facilitar la escritura se escribe a R b para (a,b) € R.

Definiciéon (Relacién de equivalencia): Si A es un conjunto y R es una relacién en
A, A # &, se dice que R es una relaciéon de equivalencia si R

i) es una relacién reflexiva.

111

ii) es una relacién simétrica.
) es una relacién transitiva.

Definicion (Clase de equivalencia médulo R): Si A es un conjunto no vacio y R es
una relaciéon de equivalencia en A y a € A, se define la clase de equivalencia del
elemento ¢ médulo R (denotado [a]r) como

[alr={z€A|aRuz}.

Proposicién 0.1 (Representaciéon multiple de una clase): Si A es un conjunto no
vacio, R es una relacion de equivalencia en A, a,b € A ya Rb, entonces [a]r = [b]g.

Demostracion. [a]r C [b]r. Suponga que a R b, por simetria b R a, ademds si
x € [a]R entonces a R x, luego por transitividad b R x. Asi x € [b]g

[b]r C [a]gr se demuestra de férma andloga. Q.E.D.

Proposicién 0.2 (Clases disjuntas): Si A es un conjunto no vacio, R una relacion de
equivalencia en A, a,b € A ya R b, entonces [a]lrgN[b]r = 2.

Demostracion. Procedemos por contrapositiva.

Suponga que [a]g N [b]r # @, asi Jxg € [alr,z0 € [b]r, asi a R 29 y b R xg, en
particular por simetria x¢ R b, luego por transitividad a R b. Por lo anterior se tiene lo
deseado. Q.ED.

Definicién (Particion y probable particién): Si A es un conjunto no vacio y {Aq }aca
una familia no vacia de subconjuntos de A, se dice que la colecciéon {A,}acq es una
posible particién de A si se satisface:

) U Aa= A

a€cl)



0.1. Nociones sobre conjuntos

ii) Si o, 8 € Q con o # 3, entonces A, NAg =@

ili) Si ademds se satisface, Va € Q, A, # @, entonces se dice que {A,}acq €s una
particién.

Proposicién 0.3 (Particiones de conjuntos inducen relaciones de equivalencia): Si A
es un conjunto no vacio y {Aastaca una familia de conjuntos la cual es una particion
de A, entonces la siguiente relacion es una relacion de equivalencia.

T~y +— da € Q tal que xz,y € A,

Demostracion. Como { A, }aeq es una particién de A, en particular J,cq Aas
asi, Va € A existe a, € Q tal que a € A,,, en particular a € A,, Aa € A,,. Asia ~q a.

Suponga que r ~q ¥y, entonces existe oy, € (2 tal que z,y € A,,,, asi

Y,z € Aq,,, luego y ~q .

Suponga que  ~q Yy Ay ~q z, entonces existen agy, oy, € () tales que

2,y € Aa,, VY, 2 € Aa,., en particular y € Aygy,y € A

Qg

Como {Au}acq es particién, entonces A, = Aqyz, asi 2,9,z € Aqqy en particular
r,z€ A asi ¢ ~q z.
’ Aay) @ Q.E.D.

Definiciones y resultados especificos para nuestro estudio

Definicién (Elementos comparables bajo un orden parcial): Sea A un conjunto y <
un orden parcial en A. Se dice que a,b € A son comparables bajo <sia<bob<a.

Definicion (Cadena): Sea A un conjunto y < un orden en A. Se dice que € es una
cadena en A si para cualesquiera a,b € A los elementos en € son comparables.

Definicion (Orden total): Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, se dice
orden total si Va,b € A a y b son comparables.

Observacion: Una cadena es un orden total.

Definicién (Elemento méximo de un subconjunto de un conjunto parcialmente orde-
nado): Sea (4, <) un conjunto parcialmente ordenado, BC Ay be A, M € B se dice
elemento maximo del conjunto B en el orden parcial < si para todod € B, d < M.

Definicién (Supremo): Si (A4, <) es un conjunto parcialmente ordenado, S se dice
supremo de B C A en el conjunto parcialmente ordenado (A, <) si S es el minimo del
conjunto de cotas superiores.

Definicién (Elemento maximal de un subconjunto de un conjunto parcialmente or-
denado): Sea (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado y B C A. M’ € B se dice
elemento maximal de B en el orden parcial < si no existe d € B tal que M’ < d,
M' #d.
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0.2. Algunas estructuras algebraicas.

Definicién (Conjuntos equipotentes): Si A y B son conjuntos, se dice que A y B son
equipotentes o que tienen la misma cardinalidad (denotando A ~ B o card(A) =
card(B)) si existe ¢ : A — B tal que ¢ es biyectiva.

a—¢(b)
Ejemplo 0.4: N ~ Z. En efecto, la funcion
¢o:N—Z

n, sin=0
n— —ndl sin es impar

2
sin es par

n
2

es una funcion biyectiva.

Proposiciéon 0.4: La equipotencia en la clase de todos los conjuntos es una relacion
de equivalencia de clases (definiendo un andlogo para estas).

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Lema 0.1 (Lema de Zorn): Sea A es un conjunto no vacio parcialmente ordenado
por <. Para toda cadena € en A, si € estd acotada superiormente entonces A tiene
elementos mazimales.

Demostracion. [HerlT7]. QE.D.

Teorema 0.1 (Cantor-Bernstein): Sean A y B conjuntos. Si existen ¢, : A — B

funcion inyectiva y ¢2 : B —> A funcidon inyectiva, entonces A ~ B. e
b2 (b)

Demostracion. [Herl7]. Q.E.D.

Teorema 0.2 (Buen orden): Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Demostracion. [Herl7]. Q.E.D.

Definicién (Conjunto ordenado por un conjunto de indices bien ordenado): Si Ay Q

son conjuntos, ¢ : 2 — A y <, un buen orden en €, se dice que el conjunto A estd
a—rp(a)=ap

ordenado bajo el orden inducido por <, si el conjunto se ordena bajo ¢(Q), es

decir {¢(a)}ae(@,<,,) € un conjunto bien ordenado.

§ Algunas estructuras algebraicas.

Definicién (Operacion binaria): Una operacién binaria # en un conjunto no vacio S
es una funcién *:S xS — S (y denotamos *((s,t)) como s x t).
(s,8) = *((s,1))

= La operacién se dice que es asociativa si (s xt) xr=sx (t xr) Vs,t,r € S.
= La operacién se dice que es conmutativa si s xt =1t x s Vs,t € S.

s Un elemento e en S es llamado una identidad de x sisxe=e*xs=sVs € S.
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= Si x tiene un elemento identidad e, y s € S, entonces [ € S se dice un inverso
para ssisxl=10%s=ce¢.

Definicién (Grupo): Una estructura (G, *) se dice grupo si satisface
i) G es un conjunto no vacio.

i) »:GxG—G es una operacion binaria la cual satisface
(9,h) = +((g,h)) :=g * h

a) Asociatividad. Va,b,c € G (a xb) x c=a * (b* c).
b) Identidad. Existe un elemento identidad e € G, esto es,
VaoeGexa=ax*xe=a.

c) Inversos. Para cada a € G existe un elemento inverso a~! € G, esto es, un
elemento a~! € G tal que

Si ademas cumple
d) Conmutatividad. Va,b € G axb="0* a.

Se dice grupo abeliano.

Definicién (Anillo): Una estructura (R, +, ) se dice anillo si satisface
i) (R,+) es un grupo abeliano.

i) tRxR-—R es una operacién binaria asociativa.
(a,b) = -((a,b)) :==a-b

iii) + y - satisfacen las propiedades distributivas, es decir
a)a-(b+c)=a-b+a-cVa,bceR.
b) (a+b)-c=a-c+b-cVa,b,ceR.
= El anillo se dice conmutativo si Va, b€ Ra-b=">-a.

= Se dice anillo con identidad si existe un 1z € R tal que Va € R 1z -a =
a - 1R = a.

= Se dice anillo conmutativo con identidad si R es un anillo conmutativo y
es un anillo con identidad.

= Fl anillo se dice dominio entero si es anillo conmutativo con identidad y
satisface la propiedad

Va,b € Rsia-b=0g entonces a =0g 0 b= 0g.

= El anillo se dice campo si, ademas de ser anillo conmutativo con identidad,
satisface

Va € R\ {0} existeun a™' € Rtal que a-a~ ! =a~1-a = 1p.

Definicion (Subanillo): Si R es un anillo, un conjunto S se dice subanillo de R si
S C Ry S esun anillo.

10



0.3. Ejercicios

Los subanillos S C R (5,45, s) tienen como operaciones las respectivas restricciones
de las operaciones del anillo (R, +,-) a S.

Definicién (Grupo de unidades): Si A es una estructura algebraica, a
Ur = {u € A| u tiene inverso }

se le llama grupo de unidades de A.

Definicién (Ideal): Si R es un anillo, un conjunto I se dice ideal si I es un subanillo
de RtalqueVae RyViel,a-1€lyi-acl.

La siguiente es la generalizacion de la estructura espacio vectorial.

Definicion (Modulo izquierdo): Sea R un anillo. Una estructura (M, +ar, -, R) se
dice médulo izquierdo si satisface

i) (M,+p) es un grupo abeliano.

i) mMm:RxM-—M es una funcién que satisface
(a,m) — -p((a,m)) :=a -y m

a) Va,be RyVme M (a-b) -pym=a-p (b-prm).

c)Vae RyVmmneMa-p (m+pyn)=a-pym-+tpra-pn.

)
b) Va,be RyVm e M (a+b) pym=a-p m~+pb-pr m.
)
d)

VYm € M existe un 1p; € R tal que 17 -pr m = m.

También se puede definir el médulo derecho, la razén por la que se enuncia la defi-
niciéon de moédulo izquierdo es porque usualmente se conviene realizar la operacién -7
desde la izquierda.

§ Ejercicios

Demostrar que los conjuntos determinados por A.1, A.3, A.4, A.5 y A.6 son tnicos.
Demostrar la Proposicién 0.4.

Encontrar todas las relaciones en {1,2,3} y determinar de qué tipo son.

= W o=

Determine cuales de las siguientes son relaciones de equivalencia:
a) €x:={(z,y) € X x X |z € y} donde X = {o, {0}, {{2}}}.
b) {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3)} en {1,2,3}.
¢) <enR.

d) #enR.

5. ;Existe algiin conjunto X donde €x sea una relaciéon de equivalencia? Para esto
considere los casos i) afirmamos el axioma de fundacion:

A8)A# @ — Jx e AVy € A(y & x)

y ii) cuando lo negamos.

11
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10.
11.
12.
13.

12

Demostrar que el conjunto P, = {y € F | dd—;y(oz) + a1 y(z) 4+ aoy(z) = 0} con
la operacion usual de + forma un grupo abeliano.

Demostrar que el conjunto F.y = {f € F | f es integrable en [a,b]} junto con la
operacion usual de 4+ forma un grupo abeliano.

a) Utilizar el teorema fundamental de la aritmética para encontrar una inyeccién
de QT a N.

b) Demostrar que N ~ Q

Denétese la clase Lprop / = a la clase de todas las féormulas del lenguaje formal
de la légica proposicional reducida bajo la relaciéon de equivalencia de férmulas.
Definase ¢ @1 = —(p «+— 1) y dendtese una tautologia por T y una contradiccién
por L.

Demuestre que (Lpop/=, @, A) es un anillo.

Demuestre que V no es un conjunto.

Demuestre que (@ = V.

Si y # @ es un conjunto, demuestre que la clase {z | x ~ y} no es un conjunto.

Demuestre que la clase {x | « es funcién} no es un conjunto.
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Sistemas, de ecuaciones
lineales

§ Sistemas de ecuaciones lineales

Nos quedamos con la idea intuitiva de incégnita, y denotamos por

a la coleccién de ecuaciones lineales con coeficientes en el anillo R y con incégnitas
ordenadas (21,...,2y).

Las expresiones de las incégnitas tienen potencia 1 y no se multiplican entre si.

Siendo el caso de que los coeficientes estén en un campo F', entonces escribimos Ecr, .
y se hacen las sustituciones adecuadas en las definiciones.

Se identifica la coleccién de ecuaciones lineales con coeficientes en el anillo R y con
incégnitas ordenadas (x1,...,x,) como

R" x R.

Convenimos en escribir la operacién - de un anillo R de manera que para a,b € R
a - b = ab. Luego, una ecuacién en el anillo R de la forma ayxy + aszo + -+ -+ apxy, = b
se representa como ((ay,as,...,ay,),b)

Definicién (Sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas): Un sistema A de m
ecuaciones lineales con n incégnitas ordenadas (z1,. .., x,) con coeficientes en un anillo
R es una funcién

A:[1,m] — Ecr,, ..

P apn®y o F AinZn =Y

denotado por

a11r1 + -+ Q1nTn =N

am1T1 + 0+ Gmn®n = Ym

13
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Definicién (Solucién de un sistema de ecuaciones lineales): Sea A un sistema de m
ecuaciones lineales con n incégnitas ordenadas (21, . .., x,) con coeficientes un anillo R,
se dice que Sy C R" es una solucién del sistema A si

V(ag,...,an) € Sa

aiicr + 0+ A1p0m = Y1
a1y + o0+ Q2p0n = Y2
Am101 + 0+ ApnQn = Ym
es decir, Sa = {(a1,...,ap) € R" | (a1, ..., a,) satisface cada ecuacién de A}

Definicién (Sistema de ecuaciones lineales homogéneo): Si A es un sistema de m

ecuaciones lineales con n incégnitas ordenadas x1, ..., x, con coeficientes en un anillo
R
anry + -+ aTnh =W
A =
Am1T1 + 0+ GmaTn = Ym

se dice homogéneo si Vi € [1,m] y; = 0.

Si A es un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas ordenadas x1, ..., z, con
coeficientes en un anillo R. Denotamos por

ECR“,_ A aA([[l,m]])

LTy

Lema 1.1: Sea A un sistema de ecuaciones lineales con n-incégnitas ordenadas (x4, . . .,
Zn) con coeficientes en un anillo R, entonces

Sa= ﬂ Sa)

i=1
donde S 4(;) denota la solucion de la i-ésima ecuacion de A.

Demostracion. Ejercicio. QE.D

Lema 1.2: Si A y B son dos sistemas de ecuaciones lineales con n-incégnitas ordenadas

(T1,...,2pn); ma el nimero de ecuaciones del sistema A; mp el nimero de ecuaciones
del sistema B, con coeficientes en un anillo R tales que Ecr,, . a < Ecr,, . Bs
entonces

Sp CSa
Demostracion. Ejercicio. QED
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Proposicion 1.1: Si A y B son dos sistemas de ecuaciones lineales con n-incégnitas
ordendas (z1,...,%,); ma el nimero de ecuaciones del sistema A; mp el nimero de

ecuaciones del sistema B, con coeficientes en un anillo R tales que Ecr, ., A =
ECle,...,mn& entonces

Sp =384
Demostracion. Ejercicio. QED

Definicién (Combinacion lineal de ecuaciones lineales): Sea A un sistema de m ecua-
ciones lineales con n-incognitas ordendas (z1,...,x,) con coeficientes en un anillo R,
se dice que la ecuacién dyxy + ...+ d,x, =y es combinacién lineal de las ecuaciones
del sistema:

iy + -+ QTnh =N
A= :
Am1T1 + o+ GmaTn = Ym
si existen c1,...,c, € R tales que

m m
di = chaji yy= chyj
j=1 j=1

Lema 1.3: Sean A, A;; sistemas de m ecuaciones lineales de n-incognitas ordenadas
(1,...,2n) en un anillo R tales que A(i) = Ai,j(J) y A(J) = Aies; (i) y Ak) =
Aij(k) Yk € [1,m]\ {i,j}, entonces

Sa= SAmJ‘

Demostracion. Ejercicio. QED

Definicién: (Operaciones de ecuaciones lineales) Sea R un anillo. Entonces definimos
lo siguiente:

(c,ainz1 + ...+ aintn = Yj) = canZi + ... + Cain®y = cy;
Entendiéndose que la operacién aditiva en la asignacion es parte del anillo (R, +, -).

Se entenderd desde ahora al mencionar un sistema de m ecuaciones lineales con n-
incégnitas que esté tiene incégnitas ordenadas (digase (z1,...,2,)) y tiene coeficientes
en un anillo R o un campo F.
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1.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Proposiciéon 1.2: Sean A, A;_,..; sistemas de ecuaciones lineales con n-incognitas tales
que
Vi€ [L,m]\{i} A(j) = Aisci(d) yc- A(i) = Aiseili),c €Ur

entonces Sp = Sa

i—c-i

en efecto.

i—ci )

Basta demostrar que Sy = Sa

Demostracion. Suponga que la n-ada (dy,...,d,) € R" sea solucién de A(i). Es
decir,

n n
Zaijdj =y;, luego c- Zaijdj =c-y;

=1 =t
(d17 ceey dn) € SAi—»c-i(i)
luego, Sai) € Sa,,.. ()

Suponga que la n-ada (di,...,d,) € Sa,_, (i), entonces

n
C: E aijd]’ =C Y
Jj=1

n
como ¢ € Ug, entonces ¢ tc- E ai;d; = ¢ ey, ast
j=1

Zaijdj =y; es decir (di,...,d,) € Saq)
j=1

luego Sy ) € Saw)

De la doble contencién, Sy = Sa,_,...x) Q.ED.

Proposicién 1.3: Sean A, A;—it..;j(1) sistemas de ecuaciones lineales con n-incognitas
tales que:

Vie [L,m]\{i} A(j) = Aisive;(§) y AQ) +c- A(j) = Aisizej(i),c €Ur

entonces Sq4 = Sy

i—idcj
Basta demostrar que Sai) NSai) = Sa, e () NSA e, ()
Demostracion. Suponga que (dy,...,dn) € Sau) NSagy)-

n n
E aikpdy = y;, ¢ g a;rdr = cy;, en particular
k=1 k=1

n
> (i + caji)di = yi + y;
k=1

entonces (di,...,dn) € Sa, . .;6) VSA e, ()

La demostracion de se queda como ejercicio. Q.E.D.

16



1.2. Matrices

Definicién (Sistemas equivalentes): Dos sistemas A, B de ecuaciones lineales con n-
incégnitas se dicen sistemas equivalentes (A = B) si cada ecuacién del sistema A es
combinacion lineal de las ecuaciones del sistema B y cada ecuacién del sistema B es
combinacién lineal de las ecuaciones del sistema A.

Lema 1.4: Si A es un sistema de ecuaciones lineales con m-incognitas y Ciq, una
combinacion lineal de las ecuaciones del sistema A. Entonces Sa C S,

Demostracion. Considere

a;1ry + 0+ QpTan =Y
A= :
Am1x1 + 0+ QpaTn = Ym
m m
Sea Y (dglagiz1 + - + agnxy)) = diyr una combinacién lineal de las ecuaciones
k=1 k=1
m
del sistema A. Si (a1,...,an) € Sa, entonces Vi € [1,m] (o, ...,a,) € [ Sag), luego
1=1
en particular Vi € [1,m] (a1,...,an) € Sa). En particular (ai,...,an) € Sc.aq
Vi € [1,m], asi (a1, ..., a,) es solucién para Cly. "Por tanto Sy C S¢y,, - Q.E.D.

Teorema 1.1: Si A y B son sistemas de ecuaciones lineales con n-incdgnitas y coefi-
cientes en el anillo conmutativo con identidad R, tales que A = B, entonces

Sa =SB

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

§ Matrices

Definicion (Matriz): Sea R un anillo. Una matriz es una funcién

A:[L,m] x[1,n] — R
(Z])HA((Z])) = Gy

y denotamos

A =
Gm1 e Qmn

Definicién (Orden de una matriz): Decimos que el orden de una matriz es el niimero
de filas por el ntimero de columnas, esto es:

mXxmn
Bajo esta definiciéon, una matriz de orden m X n es de distinto orden a una matriz

n x m. Denotamos el conjunto de matrices de m filas con n columnas con coeficientes
en el anillo R como

Mpxn (R) = {A €U | A es una matriz de orden m X n}.

Si la matriz es de orden n x n, escribimos entonces M,,(R).
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1.2. Matrices

Definicién (Operaciones con matrices): Definimos lo siguiente:
+: Mpxn (R) X Mpsn (R) — Mopxn (R)
(A((Z,])),B((Z,j))) = C((Z’])) =G = Qg+ bij V(i,j) € [[1,m]] X [[Lnﬂ

‘R R X Mpxn (R) — Mpxn (R)
(@, A((2,4)) = aA((i, ) := a g (aij) = a-rai; Y(i,5) € [1,m] x [1,n]

M (R) X Mixn (R) — Man (R)

((A,B)) = ((A,B)) :=C, Cij = Zalkbkj

Definiciéon (Matriz aumentada): Si A € M, xn (R), se dice que B es la matriz
Y1
aumentada de A con vector resultado | : | si

Ym
B € Myxny1 (R) tal que V(i,j) € [1,m] x [1,n]

A((2,)) = B((5, 7))

A cada sistema de m ecuaciones lineales con n-incégnitas

a11r1 + -+ Q1nTn =N
A:

am11 + 0+ Gmn®n = Ym

Se le asigna la matriz aumentada

aix - Qin | Y1
A:

Gm1 e Amn | Ym

Operaciones elementales

Definicion: Una operacién elemental de matrices de orden m X n con coeficientes en
el anillo R es una funcién

e: Mpyxn (R) — Myxn (R)
A e(4)

donde e(A) es la representacién de un sistema de equivalente al sistema Apc que es
representado por la matriz A el cual proviene de una operacién elemental de sistemas.

» Sea A € Mp,xn (R) y sea Agc el sistema que representa. Entonces el sistema

AEcie; lo representa la matriz e (A) donde se intercambian los renglones i y j
de la matriz A.

18



1.2. Matrices

» Sea A € Mp,xn (R) v sea Agc el sistema que representa. Entonces el sistema
AEci_ei 1o representa la matriz es(A) donde la fila ¢ se cambia por la fila que
resulta de operar ¢ - a;; Vj € [1,n], c € R.

m Sea A € My,xn (R) v sea Apc el sistema que representa. Entonces el sistema
ABCi—itej lo representa la matriz e3(A) donde la fila ¢ se cambia por la fila que
resulta de operar a;; + ¢ - aji Vk € [1,n], c € R.

Observacion: Los sistemas homogéneos son invariantes bajo operaciones elementales.

Ejemplo 1.1: Lugar de trabajo: R.

siase={3 © ) T3

luego A = B _11 ;], entonces e1(A) = B 711 ﬂ
Si Apcaer = {2301;: j ZZ i 870

entonces ex(A) = [230 —1@ 870]

St Apcisiqe2 = {(3 J;jc)x f (1 ;C)y i 7;86
entonces, es(A) = {3 +22c 1:1c 7286]

Desde ahora nos referiremos a las operaciones elementales e, es, e3 con el respectivo
cambio en el subindice para facilitar la lectura. Entonces si el sistema de ecuaciones
lineales Agc es representado por la matriz A, a Agcio; se le representa con la matriz

€icrj(A)
Sea e;«; la operacién elemental de matrices de orden m X m con coeficientes en R,

entonces su operacién inversa es la misma operacién elemental.

Sea e;_,..; la operacion elemental de matrices de orden m X n con coeficientes en R y
c € R, si ¢ € Ui entonces su operacién inversa es la matriz elemental e;_,.-1.;.

Sea €;_itc.; la operacién elemental de matrices de orden m X n con coeficientes en R,
entonces su operacion inversa es la operacion elemental e; ;4 (_c).;-

Observacion: Si c € Ug entonces —c € Ug

19



1.2. Matrices

Matrices equivalentes por filas

Definicién (Matrices equivalentes por filas): Si A € My, «n (R), se dice que A es equi-
valente por filas a B € M« (R) si existe una secuencia finita e, . .., ¢; de operaciones
elementales por fila tal que e; o ---oey(A4) = B.

Observacién: Si c € Ur entonces —c € Ug

Proposicién 1.4: La equivalencia de matrices en M,xp, (R) es una relacion de equi-
valencia.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Las matrices equivalentes tienen el mismo orden, pero lo sistemas equivalentes no ne-
cesariamente tienen el mismo orden.

Ejemplo 1.2: Lugar de trabajo: R.

— _ 9 2c + 2y = 4
SiA:{ y = yB=<¢bx — by = 0, A= B, entonces tomamos
r — y = 0
T — 3y = 4
r + y = 2
mdz{[1,mal],[1,mp]} y construimos el sistema A* =< * — y = 0
Ox + Oy = 0

y entonces manejamos las matrices representativas de A* y B.

Definiciéon (Matriz escalén reducida por filas): Sea R un anillo, A € M, x, (R) se
dice que A es una matriz escalon reducida por filas si satisface

s A es la matriz 0., xn (R).
= Si A no es la matriz 0,,x,(R) y satisface:
i) El primer elemento no nulo de cada fila no nula es igual a 1g.

ii) Cada columna de A que tiene el primer elemento no nulo de alguna fila tiene
todos sus otros elementos en Og.

ili) a) Toda fila de A que tiene todos sus coeficientes cero estd por debajo de
toda fila que tenga algiin coeficiente no nulo.

b) Silas filas 1,...,r son las filas no nulas de A y si el primer elemento no
nulo de la fila 7 estd en la columna k;, entonces k1 < --- < k..

Teorema 1.2: Toda matriz A € M, xn (R) es equivalente por filas a una matriz es-
calon reducida por filas.

La demostracion de este teorema serd “platicada” ya que mo es viable demostrar el
teorema de una manera mds formal. Entonces usaremos el razonamiento inductivo.

Demostracion. Si A = 0, %, (R) entonces A es escalén reducida. Luego A es equivalente
por filas a A.
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1.2. Matrices

i) Si A tiene filas nulas, al hacer cambios adecuados se pueden llevar, bajo operaciones
elementales por fila, a ocupar las ultimas filas. Asi A es equivalente por filas a esta
matriz resultante Ag.q.

ii) Por medio de una cantidad finita de operaciones elementales por fila se puede
colocar el primer elemento no nulo de cada fila de Ag.q en un orden adecuado. Asi,
esta matriz Ageq, €s equivalente por filas a Apeq, luego a A.

iii) En el caso de que se pueda realizar la multiplicacién por inversos multiplicativos
(haciendo un andlisis detallado en anillos) se multiplica el primer elemento no nulo
de la primera fila de la matriz por su inverso multiplicativo, después, los elementos
de la columna donde esta ese elemento se hacen cero. Esto se hace con cada elemento
no nulo de cada fila siempre y cuando se pueda multiplicar por el inverso. QED.

Ejemplo 1.3: Lugar de trabajo: R.
A= 2 318 Ry — Ry — 2R, 2 3|8 Ry - R1 — Rs 1 0] -1

|4 5|6 Ry - (—1) 0 110 Ry - 0 1|10
Ejemplo 1.4: Lugar de trabajo: (P(X), o ,N), X = {1,

A;:{{LQ}ﬂa A {X}NB {1}
gna o {23}ng = {2}’

=

N

3}.

XnNna 2o {L2}np = {1}

Construimos el sistema A* = {{273} Ao A N B — {2 duego

Sl R i

En este caso, no podemos llevar la matriz a su forma escalon reducida por filas debido
al anillo sobre el que trabajamos. Si se busca encontrar la solucion del sistema, habria
que encontrar la interseccion de las soluciones de cada ecuacion.

Ejemplo 1.5: Lugar de trabajo: Z[z].

f(@*-1)A + (2*+z-1)B
A—{ @A  + (@+1)B

I
— 8

22 —-1 2°+x—1
x r+1

T

Construimos la matriz A = [ 1

} Ry —(-1)-R

1—2?2 1—z—2%| -z 1 1 0

|: r r41 1:| R2—>R2+$'R1 |:.T .”L'+12:| R2—>R2—{L‘~R1
1 1|0 1 0|-1

{o 12} B B = By {0 1 2}

Realizando las operaciones elementales adecuadas obtenemos la matriz escalén reducida
por filas que representa un sistema equivalente al original. Este tltimo sistema llega a
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1.2. Matrices

mostrar las soluciones del sistema o nos da un sistema més simple para aplicar la
interseccién de soluciones.

Ejemplo 1.6: Lugar de trabajo: R.

[z 4+ oy = 4 1 14 B 1 1] 4 B
A_{2:r o =7 {2 27} Ry = By — B {0 01} luego, Sa =
%)

fx + oy = 4 11 B 1 14
B_{2x + o =8 [2 28] Bz = B = F [0 0 0]
luego, Sp = {(x,4 —x) € R? |z € R}
x4+ oy = 2 11 |2 B
C_{LL' _ oy = 0*) |:1 10:| Ry — Ry — Ry
1 1|2 . 1 1]2 1 0|1
o e R M H L S

luego, S¢ = {(1,1)}

En el siguiente ejemplo se ilustra la importancia de analizar las propiedades del anillo
sobre el que trabajamos.

Ejemplo 1.7 (Operaciones en Z/Nn): Lugar de trabajo: Z/Nﬁ.

A={[0]ez + [0]gy = [3]6 NotequeS4 = @.Siahora construimos B = A;_2.1,
entonces B={[0]¢ + [0]¢ = [0]¢ entonces Sp =17/~ x L]~s.

Ejemplo 1.8 (Otra forma de obtener la solucién de un sistema de ecuaciones lineales):
Lugar de trabajo: Z/NG.

(13l + [2ey = [2]6 316 (206 | [216] _ |
““{max + [aley = [0)s [[216 [4] [O]J c R [3le R
[3le [2]6 | [2]6 , [0]¢ [4]6 | [4]6
[[016 [0 [016} By = [2]s- B [[016 (0] [016}

Luego, Sq C Z/~6 X S[0])ea+[4]ey=[4]s- Ahora resolvemos

[0]6 + [4]6 = [4]6
[4]ey — [4]6 = [0]6

Ast, y € {[1]6,[4]6}. Luego Sar C Z/~g x {[1]6,[4]6}. Si ahora evaluamos las ecua-
ciones del sistema en un elemento de Z/~g x {[1]¢,[4]6} si algin elemento satisface
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1.2. Matrices

las ecuaciones de A, entonces estd en S . Asi, encontramos que

Sar = {([4]6,[1]6), ([4]6, [4]6)}-
Ejemplo 1.9: Lugar de trabajo: 2Z.

[24 4+ 4B = 16 2 4|16
A{12A + 2B = 100 {12 26100} Hz = Hz — 6l
2 4|16 2 018
b 2| ¥] mom-em [0S
Resolvemos ahora:
a) 2A+0B =8
b) 0A+2B =4
24 -8=0
20A—4)=0

Como Z es un dominio entero, entonces los subanillos de Z son un dominio entero.
Como 2 # 0
A—-4=0

A=14

Similarmente, para b), obtenemos B = 2. Luego S4 = {(4,2)}

Matrices elementales y matrices inversas

Definiciéon (Matriz elemental): Una matriz A € My, xn (R) se dice matriz elemen-
tal si se puede obtener a partir de la matriz identidad en M,,(R) a través de sélo una
operacion elemental por fila.

Ejemplo 1.10: Podemos obtener matrices elementales para un Ejemplo anterior apli-
cando las operaciones elementales por fila a la matriz identidad en M, (R). Entonces

, _ [[116 [0]s 31 [0]s
Ma(Z[~¢) — |[0]6 [1]s [0]s [1]6
Teorema 1.3: Sea e una operacion elemental por fila y E € M,,(R) la matriz elemental
e(I). Entonces para toda matriz A € Myxn (R)

] Ry — [3]6- Ra [ } es una matriz elemental.

e(A) =FA
Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario 1.1: Sean A, B € M,«xn (R), entonces B es equivalente por filas a A si y
s6lo si B= PA, donde P es el producto de matrices elementales en M, (R).
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1.2. Matrices

Demostracion. Ejercicio. Q.ED.

Definiciéon (Matriz inversa): Sea A € M, (R). Una matriz B € M,,(R) tal que BA =
I, (r) s llamada una matriz inversa izquierda de A; una matriz B € M,,(R) tal
que AB = I, (r) es llamada una matriz inversa derecha de A. Si B € M, (R) es
tal que BA = AB = I, (r), B se dice una matriz inversa de A y decimos que A es
invertible.

Podemos demostrar que una matriz inversa es tnica y entonces denotamos A1 a la
matriz inversa de A.

Teorema 1.4: Si A € M, (R), las siguientes proposiciones son ldgicamente equivalen-
tes.

i) A es invertible.
ii) A es equivalente por filas a In, (g)-

iii) A es producto de matrices elementales.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Ejemplo 1.11: Lugar de trabajo: Z/~7.

[323]7z + [228]ry + [123]zz = [2096]7
A=< [512];z + [238];y + [3ll];z = [9193];

[212];7 + [365];y + [223]7z = [6995];
Solucion:

Elegimos representantes mds adecuados, y tenemos:

(172 + [4)ry + [4]zz = [3]7
A=<[1]zz + [0]zy + [3]zz = [2]7
2]7z + [llzy + [6]zz = [2]7

[ [l [\ Blrl p R 4317 Ry
R2—>R2—|-[1]7'R3
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1.3. Ejercicios

[2]7_ Rz%[5]7'R2

T R S R (3] R
7_

7 | [5]7| Entonces, Sa ={([3]7,[5]7,[2]7)}-

Luego, una vez encontradas las matrices elementales, las multiplicamos de modo que
nos den la inversa de la matriz del sistema A.

§ Ejercicios

© ® N e W

—_ =
= o

Demostrar el Lema 1.1.
Demostrar el Lema 1.2.
Demostrar la Proposicién 1.1.
Demostrar el Lema 1.3.
Demostrar la Proposicién 1.3 .
Demostrar el Teorema 1.1.
Demostrar la Proposicién 1.4.
Demostrar el Teorema 1.3.
Demostrar el Corolario 1.1.

. Demostrar el Teorema 1.4.

a) Demostrar que el conjunto P(X), con X = {1,2, 3,4} junto con la operacién

Ay N forman un anillo R = (P(X), o ,N). (Una demostracién se puede
realizar considerando funciones caracteristicas sobre Z/~3).

b) Resolver el sistema de ecuaciones en R

{2}

C:{{l,z}mA A {1,3,4}nB i

(XYnA 2o {1,2,4}nB
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1.3. Ejercicios

12. a)
b)
13. a)
b)
14. a)
b)
15. a)
b)
16. a)
b)

26

Demostrar que el conjunto Ms(R) junto con las operaciones usuales de ma-
trices forman un anillo.

Resolver y encontrar la matriz inversa del sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en (Ms(R), +, )

R A
SN

Demostrar que el conjunto Z[v/2] junto con las operaciones usuales + y -
forman un anillo.

B:

Resolver y encontrar la matriz inversa del sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en (Z[v/2], +,-)

(32 + 8y = 30+288
"5z 4+ 14y = 524512

Demostrar que el conjunto F := {f € RxR | f: Dy — R es funcién con Dy =
R} junto con las operaciones usuales 4+ y - de funciones forman un anillo.

Resolver y encontrar la matriz inversa del sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en (F,+,-)

41 Vzitl — 4
22LA + ¥E5EB = o
A =
VaZ + 1A + I}UrlB = 2244

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en R

ax + ay + az = b
cr  + —bz = —c
by + az = -—a

Si se satisface abc = 0, a # bc y b # ¢, resuelva el sistema, calcule la inversa
y dé condiciones de invertibilidad.

Realize lo mismo que en a) pero considerando que el sistema tiene coeficientes
en Z/Ngg.

Demostrar que el conjunto Zz = {5 | a € Z y n € N} junto con las opera-
ciones usuales + y - de ntimeros racionales forman un anillo.

Resolver y encontrar la matriz inversa del sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en (Zs, +, -)
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Espacios vectoriales

§ Espacios y subespacios vectoriales

Primeras definiciones
Definicion (Espacio vectorial): Sea F' un campo. Una estructura (V,+v, v, F) se
dice espacio vectorial si satisface

i) (V,4v) es un grupo abeliano.

i) v:FxV-—V es una funcién que satisface:

(c.a) = v((ca) =cva
a) Ve,de FyVaeV,(c-d)va=c-v(dva).
b) Ve,de FyVaeV (c+d) va=cva+tydya.
c)Vee FyVa,eV ey (a+yB)=cvatycyp.
)

d) Va € V existe un 1y € F tal que 1y -y a = v.

Definicién (Subespacio vectorial): Sea (V,+v, v, F) un espacio vectorial. Si W C V|
y +w, ‘w las respectivas restricciones de las funciones +v, -y se dice que (W, 4w, -w, F)
es un subespacio vectorial de V si

i) Oy e W,
ii) Vee FyVa,eW cwa+w BeW.

Ejemplo 2.1: (R x {Or}, +rx {0z}, ‘Rx{os}s R) es subespacio vectorial de (C,+c,-c,R):

ORX{OR} =0c Y, St aa/B €Rx {O]R},C eR
€O FRx {0} B eR x {OR}

.. se tiene lo deseado.

Abusando de la notacién, cuando se escriba V un F-espacio vectorial o W un F-
subespacio vectorial se hace referencia al espacio vectorial (V, 4+, v, F) y el subespacio
vectorial (W, +w, -w, F).
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Ejemplo 2.2: Determinar siW = {(z1,...,2,) € F™ | z1-22} es un F-subespacio vectorial
de F™.

Solucion:

Si tomamos o« = (1,0,...,0) €¢ W y 8 = (0,1,0,...,0) € W entonces a + f =
(1,1,0,...,0) € W.

Entonces W no es un F-subespacio vectorial de F™.

Definicién (Combinacién lineal): § € V se dice combinacién lineal de los vectores

at,...,0p sider,...,cp, €F
n

ZCiOLi = ﬁ

i=1
Ejemplo 2.3: Lugar de trabajo: (R3, +gs, g3, R)
4(1,2,3) es combinacion lineal de (2,4,8) y (0,0,3)?
Si(1,2,3) = ¢1(2,4,8) + ¢2(0,0,3), entonces

(1,2,3) = (2¢1,4c1, 8¢, + 3¢2)

81 4+ 3¢ = 3
Luego, 4cq = 2,

201 =1
8 313 R2—>R2—2R3 2 011 RQ‘)RQ*4R1 1 0 %
4 0|2 Ry ¢+ R3 8 3|3 Ry — 3Ry 0 1|-3
2 0|1 R1 < Ry 0 010 RQ*)ERQ 0 0 0

entonces, (1,2,3) = 3(2,4,8) — £(0,0,3).
Proposicién 2.1: Sea V un F-espacio vectorial y {Va}aco una familia no vacia de

F-subespacios de V. Entonces (| Vi es un F-subespacio vectorial de V.
acl)

Demostracion. Se tiene que Va € Q Oy, € V,, pero Va € Q Oy, =0y, asi ) Vo, # 2.

ac
Sean (1,02 € (| Vayc€ F, luego, Va € Q c1(1 + (2 € Vo, luego e1i + G2 € ) Va,
a€e aEQ
asi [ Vi, es un F-subespacio vectorial de V.
acQ QED

Definicién (Suma de subconjuntos de un F-espacio vectorial): Sea V un F-espacio
vectorial. Si S; C V Vi € [1, k], se define la suma de subconjuntos de V' como

k k
ZSZ':{Z&i€V|ai€SiVi€[[1,k]]}.
=1

i=1
Observacion: En particular, la suma de subespacios es un subespacio.
Proposicion 2.2: SiWyq,..., Wy son F-subespacios vectoriales del F'-espacio vectorial

k

V entonces > W; es un F-subespacio vectorial de V.
i=1
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Demostracion. Ejercicio. QED.

Definicién (Espacio generado por un conjunto): Sea S un conjunto de vectores de un
F-espacio vectorial. El subespacio generado por S denotado por .Z(.S) se define como:

Z(S)={a eV |aecW, VW F-subespacio vectorial de V, con S C W}

O bien, Z(S) = W, VW F-subespacio vectorial de V tal que S C W.

Cuando S es un conjunto finito no vacio de vectores S = {ay,...,ar} se dice simple-
mente que Z(5) es el subespacio generado por aq,. .., qg.
Proposicién 2.3: Sean Wy,...,Wy F subespacios vectoriales del F-espacio vectorial

V.S W= ZWZ entonces W = .,S”(UW)

i=1 i=1
Demostracion. Ejercicio. Q.E.D

Ejemplo 2.4: = Z(2) = {0y} (spor qué?).
« ZV)=V.
= Z({([0]2,[1]2), ([1]2,[0]2)}) = Z/~2 X Z/~s.
= Z({([0]2,[1]2)}) = {[0]2} X Z/~s.

k k
Observacion: SiW =5 W, W =2(J W;).

i=1 i=1

Teorema 2.1: S S # &, con S CV, V un F-espacio vectorial, entonces

X(S):{a€V|a:Zak3k tal que a, € F N\ s, € S}
k=1

Demostracion. C;, C Z(S), en efecto: claramente S C Z(S), de acuerdo a la defini-
cioén, £(S) es un F-subespacio vectorial de V. Entonces cualquier combinacién lineal
de los elementos de S pertenecen a .Z(S). Asi C;, C .Z(9).

Ahora Z(S) C C;_, en efecto:
observe primero que S C (j,. Veamos que Cj, es un F-subespacio vectorial de V.

ma mo mi
Oy € C),, claramente. Si c € F, Z bk, Sky s Z b, sk, € Ci,, entonces Z b, sk, +
ki1=1 ko=1 ki=1

mo
Z bk2sk2 c Cl5~

ka=1

Entonces .Z(S) C C),. Q.ED

Definicion (Vectores fila de una matriz): Sea A € M,,«, (F). Los vectores fila de
A son los vectores en F™ dados por a; = (A;1,...,Ain), i € [1,m].
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Definicién (Espacio de filas de una matriz): Sea A € My,un (F) y aq,. .., ayp vectores
fila de A. Al F-subespacio vectorial Z({aq,...,a,}) de F™ se le dice espacio de filas
de A.

Definicién (Espacio solucién de una matriz): Sea A € M« (F). Entonces el con-
junto de todas las matrices x € M, x1 (F) tal que Az = 0 es llamado espacio solucién

de A.

Bases y dimension

Definicién (Conjunto linealmente independiente): Si S es un subconjunto no vacio
de un F-espacio vectorial V', S se dice linealmente independiente sobre F' (abreviamos
l.i. sobre F) si

i) Caso finito: Si card(S) =ny S = {aq,...,an}, s

chak =0, entonces ¢, =0, Vk € [1,n].
k=1

ii) Caso infinito: Si card(S) € N, Vn e Ny V{aq,...,a,} €Sy Vey,...,cn € F, si

n
chak =0, entonces ¢, =0, Vk € [1,n].
k=1
Definicion (Conjunto linealmente dependiente): Si S es un subconjunto no vacio de
un F-espacio vectorial V| S se dice linealmente dependiente sobre F' (abreviamos
l.d. sobre F') si S no es linealmente independiente sobre F.

Al mencionar un conjunto Li. 6 [.d. sobre un campo F' se conviene solo decir que el
conjunto S es Li. 6 el conjunto S es l.d. , entendiéndose que esto es sobre el campo F
parte del F-espacio vectorial V' que contiene a S, siempre que se mencione a V.

Ejemplo 2.5: Lugar de trabajo: R? como R-espacio vectorial.

¢Fs el conjunto S = {ai,as}, con a; = (1,2,3) y as = (4,5,1), un conjunto l.i. ?

Solucion:

Sean c1,c5 € R, si
2

E C; 0y = O]RB7 i.e.

i=1
c1(1,2,3) + c2(4,5,1) = (0,0,0)cond(c1 + 4ca, 2¢1 + Hea, 3¢1 + c2) = (0,0,0), de donde
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

c1 4 des = 0 1 4]0 Ry — Ry — 2R, 1 4 10
21+ Bex = 0 — |2 5|00 22 Tt oot |00 =310
3¢, + ¢ = 0 3 1]0] @778 Lo —1110
Ry — —31Ry 1 0]o
Rs — R3+ 11Rs 0 1]0].
R1—>R1—4R2 0 010

Entonces c1 =0 y ca =0, luego, S es lLi. .
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Definicién (Conjunto generador de un espacio vectorial): Sea V un F-espacio vectorial
y S CV, sedice que S genera a V si

2(8) =V.

Observacion: Como conjunto dos bases pueden ser iguales, pero nos interesa el orden
a la hora de obtenerlas.

Definicién (Base ordenada de un F-espacio vectorial): Sea V un F-espacio vectorial,
V # {0y}, un conjunto & se dice base ordenada de V si satisface:

i) Z es linealemente independiente sobre F,
i) (%) =1V,

iii) £ es ordenada por un conjunto de indices bien ordenado.

En adelante cuando se menciona una base % de un F-espacio vectorial se hace referencia
a una base ordenada.

Teorema 2.2 (Existencia de bases para un F-espacio vectorial): SiV es un F-espacio
vectorial, V' # {0y }, entonces V admite una base.

Demostracion. Sea Q; :={X € P(V)| X es Li. }. Puesto que V # {0y}, V\ {0y} #
&, asi Voo € V'\ {0y} se tiene que {a} es un conjunto l.i. . Asi el conjunto ;; # @.

Q;; es claramente un conjunto parcialmente ordenado respecto a la relacién de con-
tencion.

Considere ¢ una cadena arbitraria del conjunto Q;; ysea B= |J ¢, n € N\ {0}y

cEC
a1,...,a, € B tal que aq,...,a, € c. Como {aq,...,a,} C ¢, entonces {a1,...,a,}
es Li. , luego B es lLi., si no lo fuera, entonces {f31,...,6,} C B es un conjunto l.d. ,

entonces para algin ¢ € € f3; € ¢, i € [1,n], como € es una cadena, € es un orden total.
Entonces existe un C' L4. tal que ¢ € C' Ve € €, luego {f1, ..., 8,} € C, entonces C no es
l.i. . Luego B es L.i. y cota superior. Por el Lema 0.1 existe % elemento maximal de €2; ;. .

ZL(PB) = V. En efecto, sea a € Vy A=A U{a}. Siac A se tiene lo deseado. Asi,
suponga que o & A, luego # C A. Por maximalidad de A, se sigue que A & Q;; , luego

Aes ld. . Sean ay,...,qa, € A elementos distintos, y ¢i1,...,¢, € F, {c1,...,cn}t #
n

{0F}, tal que > c¢;a; = 0.
i=1

Como A es l.d. , necesariamente existe iy € [1,n] tal que a;, = a y ¢;, # 0. Entonces,
sin pérdida de generalidad, suponga que o = a1 y ¢; = ¢;, # 0. Entonces a = B +
<+ 4 Bpay con B; = —%, asi a € Z(A), pero como « es arbitrario £ (%) = VQ ED

Proposicidon 2.4: Ezisten espacios vectoriales con bases cuya cardinalidad no es finita.

Demostraciéon. Considere R como Q-espacio vectorial. Veamos que cualquier base tiene
cardinalidad infinita. Procedemos por introduccién de la negacion.
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Suponga que existe {pi,...,pn} base de R sobre Q. Asi, para todo r € R existen

c1,.-.,cn € Q tal que
n
T = ZCZpZ
i=1

Observe que Vi € [1,n], definiendo Q,, := {cp; € R | ¢ € Q}, si F#:Q,, — Q
cpi ¢
entonces si ¢p; = dp; se tiene que ¢ = d. Luego .#(Q,,) = Q y entonces .# es biyectiva

’ . n
por lo tanto Q,, ~ Q ~ N, es asi que x}_,Q,, es numerable, y + x5 Qp, — Rn
(€115 -+ -5 Cnpn) = D Cipi
i=1

es una funcion.

+ es una funcién biyectiva (;por qué?), luego Q,, ~ R y entonces R es numerable. Pero
se sabe que R es no numerable, luego R como Q-espacio vectorial no tiene base finita.

Q.E.D.
Teorema 2.3: Toda base de un F-espacio vectorial tiene la misma cardinalidad (caso
finito).
Demostracion. Ejercicio. Q.ED.

Asi, para todo F-espacio vectorial V' # {0y } se define como la dimensién V' a la cardina-
lidad de cualquiera de sus bases. Denotamos dim (V') a la dimensién del F-espacio vectorial
V.

Convencion: La dimensién del espacio vectorial cero tiene dimensiéon 0.

Corolario 2.1: SiV es un F-espacio vectorial de dimension finita n, n € N\ {0}, se
tiene que

i) Cualquier subconjunto de V' que tenga mds de n vectores es linealmente dependiente.

it) Ningin subconjunto de V que tenga menos de n vectores genera a V.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Lema 2.1: 57 S es un subconjunto linealmente independiente de un F-espacio vectorial
VyBeV tal que B & ZL(S) entonces SU{B} es un conjunto L.i. .

n
Demostracion. Suponga que aq, .. ., o, son vectores distintos en S'y que Y c;a;+bf5 =

i=1
0,c; e F,VYie[l,m]JybeF.

m
g cia
v m

Si b # Op, entonces 3 = —=5— = > —%ay, asi f € Z(S), pero por hipétesis
i=1

B & Z(S). Aplicando introduccién de la iegacién b=0p.

m
Asi, Y ;o = 0, luego entonces ¢; = 0 Vi € [1,m]. Como S es L.i. se sigue que SU{S}
i=1

es l.i. . Q.E.D.
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Teorema 2.4: Si W es un F-subespacio vectorial del F-espacio vectorial V' de dimen-

sion finita n, entonces todo conjunto l.i. de W es finito y es parte de una base de
w.

Demostracion. Suponga que Sog C W es li.. Si S C W es un conjunto Li. tal que
So C S entonces S también es un conjunto I.¢. de V sobre F'. Como V es de dimensién
finita, S no tiene més de n elementos.

Se extiende Sy a una base en W como sigue:

Si Z(Sp) = W, entonces Sy es base de W y se tiene lo deseado. Si £ (Sp) # W, i.e.
Z(S) c W, asi 351 € W\ Z(Sy), por el lema anterior Sy U {f1} es un conjunto lineal-
mente independiente.

Asf considere Z(So U {51}) = W, se tiene lo deseado. En caso contrario se aplica de
nuevo el lema anterior en, a lo més, n — 1 aplicaciones del lema se encuentra una base
para W, de lo cual Sy es parte de la base. QED

Corolario 2.2: Si W es un F-subespacio vectorial del F-espacio vectorial V de dimen-
sion finita, W # V', entonces W es de dimension finita y dim(W) < dim(V).

Demostracion. Ejercicio. QED

Corolario 2.3: En un F-espacio vectorial V de dimension finita m, todo conjunto
linealmente independiente de vectores es parte de una base.

Demostracion. Ejercicio. QED

Corolario 2.4: Sea A € My,xn (F) y suponga que los vectores fila de A forman un
conjunto linealmente independiente de vectores de F™. Entonces A es invertible.

Demostracion. Ejercicio. QED

Definiciéon (Suma directa): Si Wy, Wy son F-subespacios vectoriales del F-espacio
vectorial V' se dice que V' es suma directa de W y W, si se tiene:

1) V= Wl + W27

i) WyNnWy ={0y}.

y denotamos la suma como W7 & Ws.

Teorema 2.5: Si Wi, Wy son F-subespacios vectoriales del F-espacio vectorial V' de
dimension finita n entonces W1 + Wy es un F-espacio vectorial de V de dimension
ﬁnita Y dlm(Wl) + dlm(WQ) = dim(W1 + WQ) + dim(W1 n Wg)

Demostracion. Ejercicio. Considerar W1 N Wa = {0y}, y Wi + Wy con Wy = {0y} v
Wz = {0v}. Q.E.D.
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2.2. Coordenadas

§ Coordenadas

Definicion: Sea V un F-espacio vectorial. % una base ordenada por un conjunto de
indices bien ordenado 2. Se define la relacion

Coordy : V — F

Q> Coy

donde a = Y Cy, .
kEQ

Observacion: Recuerde que o € V' es combinacién lineal de aygy,...,ar, Si existen
n
Ckly---Ckn € F tal que @ = ) cpiap;. Los elementos no cero en el campo F en una
i=1
combinacién lineal forman un conjunto finito. Es decir, si @« = > ¢4, ax, entonces
keQ
Ca, = 0 para casi todo k € 2.

Como £ (%) =V, entonces Coordy : V — F es de asignamiento total.

= Coy

La unicidad se sigue de la independencia lineal. Es facil ver esto para el caso finito.
Para el caso infinito considere un conjunto bien ordenado comparando ¢1 y ¢s.

Asi Coordy, : V — F' es una funcién. Luego, (Cy, )req es el vector de coordenadas de
O Coy
« en la base # ordenada por el conjunto bien ordenado €.

n
En particular, si V' es un F-espacio vectorial de dimensién finita y a = Y ¢q, i,
i=1
Cosi
entonces : es el vector de coordenadas (o matriz de coordenadas) de « en la
Ca,,
base A.

Frecuentemente, es conveniente para nosotros utilizar la matriz de coordenadas de «
respecto a la base ordenada % en vez del vector de coordenadas. Para indicar la de-
pendencia de la matriz de coordenadas en la base % denotamos

(o]

para la matriz de coordenadas del vector « respecto a la base A.

Teorema 2.6: Sea V un F-espacio vectorial de dimensién finita n, y sean B, %' dos
bases ordenadas de V. Entonces hay una dnica matriz invertible P € M, (F) tal que,
siaeV

i) [o]z = Plo]g
ii) [a]g = P~ [a]z.
Las columnas de P estan dadas por

P, = [Oé;»]gg Vi€ [1,n]
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2.2. Coordenadas

Demostracion. Sean B = {ay,...,an}, B ={a},...,al}.
n
Entonces existen Py , ..., P,; € F tnicos tales que oy = > Pja; Vj € [1,n].
i=1
n
Sean r},...,7; las coordenadas de a en la base #'. Entonces a = ) z}a’, luego
i=1

3 n

a=Y x; 2 Pja;= > Pijx;-ai =3 (ZlPU:c;) «;. Entonces

J

1 7i=1 j=1i=1 j=1

es decir que las coordenadas z1,...,x, de « respecto a la base Z estan determinadas
por

i=1

Luego, sea P € M,,(F') tal que P((4,7)) = P;j y &), @]z las matrices de coordenadas
respecto a la bases 8 y %’ respectivamente. Entonces tenemos

Como % y %' son conjuntos L.4. se tiene que [a]z = Opq, (r) siy s6lo si [a]g = 0y, (7)-
Se sigue entonces que P es invertible, y se tiene

[Oé]o ;= Pil[a]@.

Q.E.D.

Teorema 2.7: Sea P € M, (F) invertible. Sea V un F-espacio vectorial de dimension
finita n, y sea B una base ordenada de V. Entonces existe una tnica base ordenada %'
tal que

i) [ols = Plols
ii) o]y = P~'[a]

YaeV

Demostracion. Sea B ={a1,...,an}. S B ={a},...,al,} CV es Li. tal que [z =

Pla]g, es claro que o = > P;ja;.
i=1

Entonces solo debemos demostrar que %’ es base de V. Sea Q := P~!. Entonces
n n n n n n n

> Qi = 3 Qi > Pijai = 3 > PQjra = Y | 0 PijQik | i = au.

j=1 j=1 i=1 j=1i=1 i=1 \j=1

Entonces Z C.Z(A'), luego L (#’) = V. Aplicando el Teorema 2.6 se tiene lo deseado.
Q.E.D.
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2.3. Ejercicios

§ Ejercicios

—_

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

36

© ® N o ok W

Demostrar la Proposicién 2.2
Demostrar la Proposicién 2.3
Demostrar el Teorema 2.3
Demostrar el Corolario 2.1
Demostrar el Corolario 2.2
Demostrar el Corolario 2.3
Demostrar el Corolario 2.4
Demostrar el Teorema 2.5

Demostrar que Z/~7 x Z/~7 x {[0]7} es Z/~r-subespacio vectorial de Z/~7 x
Z/N7 X Z/N7
Demostrar que el conjunto cociente es un espacio vectorial.

a) Demostrar que {Op}™ es un F-subespacio vectorial de F™.

b) Determinar si W = {(z1,22,23) € Z/~g X L/~3Z/~3 | x5 = 21 + 322} es
un Z/Ng—subespacio vectorial de Z/Ng X Z/Ng X Z/Ng.

¢) DeterminarsiW = {(x1,...,2,) € R"} | 22 € Q es un R-subespacio vectorial
de R™.

a) Demostrar que M,,(F) es un F-subespacio vectorial.

b) Determinar si los siguientes subconjuntos de M,,(F) con las operaciones
usuales son F-subespacio vectorial de M,,(F).

a) W={A¢e M,(F)| A es invertible},
b) W= {4 e M,(F)| A no es invertible},
c) W={AeM,(F)|A? = A},
d) W={4AeM,(F)| AB = BA, para algin B € M, (F)}.
Demostrar que si Wy, ..., W son F-subespacios vectoriales de un F-espacio vectorial
V', entonces flwl es un F-subespacio vectorial de V.
i=

Demostrar que Coordy :V — F' es una relacién de asignamiento tinico.
a— Cq,

Sea el F-subespacio vectorial Ma(F'),

W, = {{x _;”} € My(F) |x,y,zEF}yW2— H” y} eMg(F)|x,y,zeF}.

Y —r z
a) Demostrar que Wi y W5 son F-subespacios vectoriales de V.
b) Demostrar que dim(W; + Ws) =4 y dim(W; N Ws) = 2.

Considere las siguientes secuencias en R?, % = {a1,a2} y Bo = {B1, 2} con
ap = (172),042 = (_27 1)751 = (273)7B3 = (17_1)



2.3. Ejercicios

a) Demostrar que %; y %o son bases ordenadas de R2.

b) Calcule [ mn ] para todo (y1,72) € R2.
2 B

¢) Calcule { gl ] para todo (d1,d;) € R2.
2 | g,

d) Sea P = {p“ p”} € M, (R) tal que P Pl} = Pl} . Calcule P (A P
b21 P22 V2] i, V2] @,

se le llama Matriz cambio de base).

e) Sea @ = |:Q11 qm] € M, (R) tal que [gl} Q= [gl] . Calcule Q.
2] 2, 2] 2,

q21 422

f) Verifique que P y ) son matrices invertibles.

g) Sea R = {1 2] y la base ordenada %3 = {e1, €2} de R?, tal que [%] =
3 4 V2] g,

R [M} . Determine €; y €.
V2] @,

17. Considere el Z / ~g-espacio vectorial V' := (Z / ~3)™. {Cudntos subespacios vecto-
riales de dimensién uno tiene V7
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3

Transformaciones lineales

§ Transformaciones lineales

Primeras definiciones y resultados

Definicién (Transformacién lineal): Sean V, W F-espacios vectoriales. La relacién

T:V—W

a—T(a)

se dice transformacién lineal si es una funcion tal que V3,v € V y Ve e F

T((cB+7)) =cT(B)+T(7)

Ejemplo 3.1: Si V = {f € R® | f es funcién polinomial}. La funcion T :V —V
fe=f

es una T.1I. .

Teorema 3.1: Si V es un F-espacio vectorial de dimension finita n y sea B =

{ai,...,an} una base ordenada de V.. Sea W un F-espacio vectorial y B1,...,0n € W.

Entonces existe una unica transformacion lineal T :'V TT>) W tal que
a—r [e%

T(ay) = B; Vj € [1,n].

Demostracion. Primero probamos el asignamiento total. Como % es base de V., Va € V
n

existen Unicos c¢q,,...,Cq, € F tales que o = > cq, ;. Se tiene, con T(ay) = B;, que
=1
n
T(a) = (Z Cou al> Z Q;) = Z Ca; B € W. Asi la relacién T : V — W es
i= a—T (o)

'L:
de asignamiento total total.

Ahora, para el asignamiento tinico. Bajo la forma en que se definié la relaciéon, como %
es base de V', a admite una tinica combinacion lineal de los elementos de la base dada,

luego T : V —> W es de asignamiento inico.

Entonces T : V — W es una funcién.
a—T ()
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3.1. Transformaciones lineales

T :V — W es lineal. En efecto, sean 7,6 € V', d € F, se tiene que
a—T (o)

Como « y 6 son arbitrarios, T : V — W es transformacién lineal.
a—T ()

Suponga que U(a;) =T(a;) Vj € [1,n],conU : V [T)) W transformacién lineal. Ahora
a— (e
bien, Vy € V,

Q.E.D.

Proposicién 3.1: Sean V,W F-espacios vectoriales, T : V' T>) W una transformacion
a—T(a

lineal. Entonces T (V') es un subespacio de W.

Demostracion. Sean ., By € T(v),c € F. En particular existen «,, 3, € V tales que
T(ay) = @y T(By) = Buw, ast cay+Bw € T(v). Luego T(V') es un F-subespacio vectorial

de W. Q.E.D.

Definicién (Kernel de una transformacién lineal): Si V, W son F-espacios vectoriales y

T:V TT>) W es una transformacién lineal (7T'.1.) se define el kernel de la transformacién
o «
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3.1. Transformaciones lineales

lineal T : V — F (denotado como kerr) como
a—T (o)

kerp ={a €V | T(a) = Ow }.

Proposicién 3.2: Si V,W son F-espacios vectoriales, T : V — W una T.l. . Enton-

a—T(a)
ces kerp es un F'-subespacio vectorial de V.

Demostracion. 0y € kerr, puesto que T(0y) = Ow. Sean «,8 € kerp,c¢ € F, en
particular T'(a) = T(8) = Ow. Ahora bien T(ca + ) = cT'(a) + T(8) = Ow +
Ow = Ow. Por lo tanto como ¢, «, 5 son arbitrarios, ca + 5 € kerp. Luego kerp es un
F-subespacio vectorial de V. Q.E.D.

Definiciéon (Rango de una T.l. ): Sean V,W F-espacios vectoriales, V' de dimensién
finitay T :V — W T.l. . SedefineelrangodeT : V — W (denotado como rango(T")

a—T () a—T(x)
como

nulidad(7") := dim(T'(V)).

Definicién (Nulidad de una T.l. ): Sean V,W F-espacios vectoriales, V' de dimen-
sién finita y T: V — W T.I.. Se define la nulidad de T : V — W (denotada por

a—T () a—T(a)
nulidad(T")) como
nulidad(7") := dim(kery).

Teorema 3.2: Sean V,W F-espacios vectoriales, V' de dimension finita, T : V (—>) w
a—T(a

una T.1I. , entonces rango(T) 4+ nulidad(7") = dim(V').

Demostracion. Si V = {0y}, es claro.

Suponga que V' # {0y }. Si kerr = {0y}, entonces Va € V \ {0y}, T(«) # Oy. Sea
B = {ai,...,a,} base de V. Veamos que Bryy = {T(o1),...,T(ay)} es base de
T(v).

En efecto, Z(%rv)) = T(V), pues sea vy € T(V), entonces existe vy € V tal que

n
T(vv) = yw. Ahora bien, para vy existen ¢1,...,¢, € F tales que > cio; = 7y

i=1
En particular vy = T(yy) =T (Z ciai>, entonces como son elementos arbitrarios,
L (Broy) =T(V).

n
Suponga que existen di,...,d, € F no todos cero, tales que Y d;T(a;) = 0, asi
=1

T (d;e;) = 0, de modo que Zdal € kery = {0y }. Luego Zdal = 0. Asi d;

0 Vi € [1,n], luego Bryy es lz Ast Bryy es base de T(V) y dim(T(V)) = n,
dim(kerr) y dim(V) = dim(T(V)) + dim(kerr).

Se deja como ejercicio la demostracién para los casos restantes:
1) kerT 7é Ov.

ii) kerT =V. QED

Definicion (Rango de filas de A): El rango de filas de A (denotado rango de filas
(A)) es la dimensién del espacio de filas de A.
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3.1. Transformaciones lineales

Teorema 3.3: Si A € My,xn (F), entonces rango de filas(A) = rango de columnas(A).

Demostracion. Sea T : F"*' —s F™*1  (se deja como ejercicio comprobar que T es
a— T(a) = Aa

una T.1. ).
0
Cuando Aa = : « es solucidn del sistema asociado a la matriz A. Entonces
0
a1 a1
kerr = cF" € Sar =0pm
an, an,
y
B1 B
TV)= : €| Az = :
Bn Bn

Si Ay,..., A, son las columnas de A, entonces Aa = aj Ay + -+ + an Ay, asi T(V) =
ZL({A1,... A,}). Esdecir, T(V) es el espacio de columnas de A. Por lo tanto rango(7T') =
rango de columnas de A. Asi, dim(kery) + rango de columnas de A = n.

Ahora, recuerde que el espacio de soluciones tiene una base que consta de n—r vectores
donde r es el rango de filas de A y entonces, si S es el espacio solucién de A,

dim(S) = dim(kerp) =n —r,
de donde dim(kery) + r = n. Entonces es evidente que

rango de filas de A = rango de columnas deA.

Q.E.D.

Algebra de transformaciones lineales

Teorema 3.4: Si V,W son F-espacios vectoriales y T :V — W, U :V — W son

a—T () a—U(a)
T.l. , entonces T +U:V — W es una T.. y si c € F, se define la
a— [T+ Ul(a) :=T(a)+U(a)
funcién IV — W es una T.1. .

a [cT)(a) = cT(a)
FEntonces st

L(V,W) = {T:V—>W6WV |T:V — W es T.l.}
a—T () a—T (o)

(ZL(V,W),+,-, F) es un F-espacio vectorial.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.
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3.1. Transformaciones lineales

Teorema 3.5: SiV es un F-espacio vectorial de dimension finita n, W es un F-espacio
vectorial de dimension finita m, entonces L (V,W) es de dimension finita mn.

Demostracion. Sean By = {aq,...,an}, Bw = {P1,...,Bn} bases ordenadas de V' y
W respectivamente. ¥(p,q) € [1,m] x [1,n] se define

TP — W

0, sid¢
o = TP (ay) :={ P fqu = 8iyfBp
Pp, S =

de acuerdo con un teorema anterior existe una tnica transformacion lineal de V a W
que satisface estas condiciones. Se afirma que

baf{TEK(V,W)|T:V—>WTP"1:V—>W}

a—T (o) a—TP ()

es una base de .Z(V, W).

Sea T': V ﬁ W.Vj e [1,n], sea Ayj,..., Anm; las coordenadas del vector T'(«;) res-
o [0
pecto a la base By es decir T'(¢oj) = > Ap;iBp.
p=1

Sea U:V — W, Vj € [1,n] Ulaj) = > > ApgTPUay) = >0 > ApgdjgBp =
a—U(a) p=1g=1 p=1g¢=1

i ApiBp = T(aj), en consecuencia U = T. Luego Z (&) = Z(V,W). Queda como
p=1

ejercicio mostrar que <7 es Li. . Q.ED.

Teorema 3.6: St V. W, Z son F-espacios vectoriales yT : V — W, U : W — Z son

a—T (o) a—U(a)
T.l. , entonces
ur:.v —27 es T.I. .
a— [UT)(a) :=U(T(a))

Demostracion. [UT](0y) = U(T(0y)) =U(Ow) =0z. Sean c € F,a, f €V,

[UT)(ca+ B)=U(T(ca+p))
=U(cT(a) +T(B))
=cU(T () + U(T(B))
= c[UT)(er) + [UT](B).

Q.E.D.

Definicion (Operador lineal): Si V' es un F-espacio vectorial, un operador lineal se
dice que es una transformacién lineal T : V (—)) V' y se denota por
a—T(a

™:V—V

a—T™(a)
al operador lineal compuesto n-veces, y se define

T:V —V = 1:V—V.

o= ot o
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3.1. Transformaciones lineales

Lema 3.1: SiV es un F-espacio vectorial yU : V —V, T1:V —V, T : V —V

a—U(a) a—T (o) aTs ()

operadores lineales, c€ F', I:V — V | entonces
Q=

i) IU=UI=U,

i) UTy+Tz) =UTy + UTy,
iit) (Th + T2)U = ThU + ThU,
w) c(UTh) = (cU)Ty = U(cTh).

Demostracion. Ejercicio. QED

Definicion (Transformacién lineal invertible): Si V,W son F-espacios vectoriales y

T:V — Wesuna T.1. ,sedice que T : V — W es invertible si existe U : W — V
a—T (o) a—T (o) a—U(a)

tal que UT:V —V y TU W — W .

= o ot o

Teorema 3.7: Si V,W son F-espacios vectoriales y T :V — W, siT:V — W es

a—T (o) a—T(a)

invertible entonces T~ : W — V es T.1L. .
a—T-1(a)

Demostracion. Al ser T : V. — W T.1. invertible, en particular, T': V — W es bi-
a—T(a) a—T (o)

yectiva. Luego, existe una tinica funcién 771 :V T; W. Sean ¢ € F,a,3 € W, en-
a—T 1«

tonces por ser T : V T>) W suprayectiva existen ay,fBy € V tal que T'(ay) = a 'y
a—T(a

T(By) = B. Asit T Y (ca + B) = T~ (cT(ay) + T(By)) pero T es lineal, entonces
T=YT(cay + By)) = Iy(cay + By) = cay + By = ¢TI~ Ha) + T~(B). Luego T~ es

T.l. . Q.E'D.

Teorema 3.8: Sea T :V T>) W una T.I. . Entonces T es no singular si y solo si T
a—T(ax

para todo conjunto {ai,...,a,} CV Li. se tiene que {T(a1),...,T(an)} CW es Li. .
Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Teorema 3.9: Si V., W son F-espacios vectoriales de dimension finita n, T :QVHTT;) W,
las siguientes proposiciones son logicamente equivalentes.

i) T es invertible,

it) T es no singular,

iti) T es suprayectiva,

i) Si B ={a1,...,a,} es base de V, entonces {T(a1),...,T(an)} es base de W.

Demostracion. i) — ii) Como T : V T>) W es invertible, en particular es inyectiva, lue-
a—T (o

go kerr = {0y}, luego T : V TT>) W es no singular.
Q> (03
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3.1. Transformaciones lineales

ii) — iii) Como T : V (—>) W es no singular, entonces nulidad(T") = 0, asi, rango(T") = n,
a—T(a

entonces T(V) =W, luego T : V. — W es suprayectiva.

a—T (o)

iii) — iv) Suponga que T es suprayectiva. Si {a1, ..., a,} es cualquier base ordenada de
V, entonces Z({T(av1),...,T(an)}) = W, luego entonces si {T'(av1),...,T(an)} s l.d. ,
como Z({T(a1),...,T(an)}) = W, entonces podemos encontrar una base de la forma
{T(a1)y...,T(im1), T(ig1)y .-y T(an)} con {T(a1)y...,T(i—1), T(it1)y.- ., T(an)}
l.i., entonces tendriamos que dim(W) =n — [, n > [. Por lo tanto {T'(a),...,T(an)}
es l.i. .

Luego {T(a1),...,T(an)} es base.

iv) — i) Suponga que existe {aq,...,ay} base de V tal que {T(a1),...,T(an)} es base
W. Como {T'(cv1),...,T(cy)} es base de W entonces .Z({T (1), ..., T(ap)}) = W. Asi

T :V — W es suprayectiva. Por hipdtesis general, T : V. — W es T.I. . Sea « € kerrp,
a—T (o) a—T(a)

existen ci,...,¢, € F tales que Y cpag, luego T (Z ckak> = T(a) = Ow. Luego

k=1 k=1
n

Z ckT(ak) = T(Oz) = OW

k=1

Luego, como {T'(a1),...,T(an)} es base de W, ¢, = O, Yk € [1,n], i.e. {T(ar)}refin]
es 1.

Luego, kery = {0y }, asi T : V. — W es inyectiva. Por lo tanto se tiene lo deseado.

a—T (o)
QED.

Isomorfismos

Definiciéon (Morfismos): Si V' y W son F-subespacios vectoriales y T : V T>) W una
a—T(a
funcién entonces:
1) T es un homomorfismo si es T'.1.
2

3

T es un endomorfismo sies T.I. y W =V.

T es un monomorfismo si es T.I. inyectiva.

5
6

)
)
4) T es un epimorfismo si es T.l. suprayectiva.
) T es un isomorfismo si es T.l. biyectiva.

)

T es un automorfismo si es T.[. biyectivay W = V.

Siexiste T : V T>) W isomorfismo, entonces se dice que V' es isomorfo a W y se denota
a—T (o

por V=< W.

Teorema 3.10: Todo F'-espacio vectorial V de dimension n es isomorfo a F™.

Demostracion. Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita n € N\ {0}, y # =
{ai,...,a,} base ordenada para V. Se define T :V — ™ donde (x1,...,2,)
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3.1. Transformaciones lineales

es el vector de coordenadas de « respecto a la base ordenada %. T es inyectiva y su-
prayectiva (;por qué?). Luego T es un isomorfismo. QED

Representacion matricial de una transformacion lineal

Si V es un F-espacio vectorial de dimensién finita n y W es un F-espacio vectorial de
dimensién finita m, si By = {a1,...,a,} es base ordenada de V'y Bw = {S1,...,Bm}

es base ordenada de W, T : V (—)) W es una T.I. . Entonces la transformacion lineal
a—T(a

estd determinada por la aplicacion de los elementos de %y de manera tinica como una
combinacién lineal

T(a;) = > AiBi
i=1

de los f3;, los elementos de F' Ayj,..., Ay,  son las coordenadas de T'(«;) en la base
By .
A la funcién A :[1,m] x [1,n] — F se le llama la matriz representante de la
(i,J) = Aij
transformacién lineal T : V T)) W respecto a las bases By y By .
a—T (o

Teorema 3.11: Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita n y W un F-espacio
vectorial de dimension finita m. Sea By una base ordenada de V y Bw una base
ordenada de W. Para cada transformacion lineal T : V — W hay una matriz A €

a—T ()
Mpsn (F) tal que
[T(a)lzw = Alala,
Va € V. Ademds, ¢ LV, W) — Mupxcn (F) es un homomorfismo.
TV W T:VT(—>>W> = Anv_w
a—T(a a—T(a a—T(a)

Demostracion. Sea By = {aq,...,an} base de V'y Bw = {B1,...,Bm}. Considere
Vj € [1,n], T(c;) € W, asi, por ser una base, existen elementos del campo, tnicos,

Aij, ..., A € F tales que T'(oj) = > AijBi.
i=1

Ahora bien, note que Vj € [1,n] Ayj,..., A,  son las coordenadas de T'(«a;) respecto
a la base Ayy. Asi

A 0 A
A=
Aml T Amn
C1
esta bien definida (existe y es tinica) y si | ! | es la matriz de coordenadas del vector
Cn
n n
a en la base Ay, entonces se tiene que o = ) cjay, luego T(a) = - ¢;T(a;) =
j=1 j=1
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3.1. Transformaciones lineales

(i ngjBi) = in: <zn: Aij6j> ﬂi, ie.
=1 i=1 \j=1

Zn: ¢ (i Aijﬂi) = ZH: (f: chﬁz >
Jj=1 Jj=1 i=1

Por otro lado, seguimos considerando las bases fijas %y, By . Considere

¢: LV, W) — Mpsn (F)
T:V—>W>—>(D<T:V—>W>=AT;V*>W

a—T(a) a—T(a) a—T (o)

donde A7.__,w representa a la matriz dada anteriormente.
a—T(a)
Considere c € F,T:V — W, U : V — W. Es facil mostrar que

a—T(a) a—U(a)

Acrv—w = cArv_w y Arqyuv—w = Arv _w + Avv —w

a—[eT](x) a—T (o) a [T+U](a) a—T (o) a—U(a)

, entonces

gb(CT:V—)WJrU:VHW) :AcT+U:V—>W

a—T(a) a—U(a) a [eT+U] ()
=cAr.v—w + Avv—w.

a—T(a) a—U(a)

Recuerde que V(4, ) € [1,m] x [1,n]

cAny o + Avy | (23) = [Ary ] (.20 + [y (.00

a—T(a) a—U(a) a—T(a) a—U(a)

:c¢><T:V—>W>+¢<U:V—>W>

a—T(a) a—U(a)

Luego, ¢ LV, W) — Mupscn (F) es un homomorfismo.
T:V—sWe¢(T:V—sW|=Arv_w
a—T(a) a—T(a) a—T(a) QED

Teorema 3.12: Sean V y W F-espacios vectoriales de dimension finita n y m, res-
pectivamente. Sea By una base ordenada de V y Bw una base ordenada de W. La

funcion ¢:ZL(V,W) Mo xn (F) es un isomorfismo.
T:V%W'—)(b(T:V*)VV) =Arv_w
a—T(a) a—T(a) a—T(a)
Demostracion. Ejercicio.
d Q.E.D.

Es conveniente denotar la matriz representante de una 7.1. T : V (—)> V,i.e. un operador
a—T (o

lineal, respecto a una misma base % como [T .
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Teorema 3.13: Sean V, W, Z F-espacios vectoriales de dimension finita, T : V T>) W,
a—T (o

U :BWU$> Z Tl , By, PBw, Bz bases ordenadas de lo respectivos espacios V,W, Z. Si
—
A es la matriz representante de la T.1. T : V — W respecto a las bases By, Bw y B es

a—T(a)

la matriz representante de la T.I. U :BW (T®> Z respecto a las bases By, Bz, entonces
—U

la matriz que representa a la composicion UT : V — Z respecto a las bases By, By

a—[UT](a)
es C = BA.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Como consecuencia inmediata un operador lineal 7" : V' (—)> V' es invertible si y sélo si
a—T(a

[T) ., es invertible.

Entonces existe U : V. — V operador lineal tal que
B=U(B)

ur:v —-v=1:.V—V =TU:V —V
a [UT](ex) ams I(V) B=[TUI(B)

. Ademas observe que
[Tﬁl]u@v = [T].%i/

Se quiere investigar ahora lo que le sucede a la matriz representante cuando se cambia
la base ordenada. Por simplicidad, se considera sélo el caso de operadores lineales sobre
un F-espacio vectorial V.

Teorema 3.14: SiV es un F-espacio vectorial de dimensidn finita y Z = {a1, ..., an},

B ={al,...,al} son bases ordenadas de V y T :V — V es un operador lineal.
a—T (o)

Si P =[P,...,P] € My(F) cuyas columnas P; = o] entonces

[Ty = P~ [T]5P

es decir, UV — V' es un operador lineal tal que U(ay) = o Vj € [1,n], entonces
a—U(a)

[T = [Ul5 [T]2[U)a.
Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Definicién (Matrices similares): Sean A, B € M, (F). Se dice que B es similar a A
sobre F' si existe P € M,,(F) invertible tal que B = P~1AP.

§ Funcionales lineales

Definicion: Si V es un F-espacio vectorial y f:V — F es una T.l. se dice que
a— f(a)
f:V — F es un funcional lineal sobre V.
a— f(a)
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3.2. Funcionales lineales

Ejemplo 3.2: Sea F' un campo y aq,...,a, € F. Sea fF— F

(T1,--y2Tp) HZazz

Sean A= (a1,...,ay), B=(b1,...,by) y ¢ € F. Entonces

f(cA+B)=f

—~

(cay + b1, ..., can + b))

'Mz

s
I
—

(ca; + b;)z;

I

s
Il
-

(cajz; + bix;)

ale—&—Zb T;
xl—&—ibxz

=E> 1(B).

- 1

entonces f 1 E" — F

(wh . ‘ﬂxn) = Z ;g
i=1

Ejemplo 3.3: Lugar de trabajo: M, (F) como F-espacio vectorial.

es un funcional lineal.

Sean A, B € M,,(F), Tr:./\/ln(nF)—>F yceF.
A 32 A((,1))
i=1

n

Tr(cA+ B) = Z[CA((Z', i)) + B((i,1))]

- ZCA((z',z')) + ZB((M))

=Y A((,0) + Y B((i,0))
i=1 i=1

= T'r(A) 4+ Tr(B)

Tr : My, (F) — F
A S A((, 1))

i=1

entonces es un funcional lineal. A este funcional lineal se le llama

traza.

Observacién: SiV es un F-espacio vectorial, la coleccién de funcionales lineales sobre
V forma un F-espacio vectorial.

Si B ={ay,...,a,} es base de un F-espacio vectorial V', Vi € [1,n] se define

o fi(a)

funcional lineal, donde f;(c;) = d;4
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3.2. Funcionales lineales

Se tiene que { f;}icpi,n) es base de Z(V, F), en efecto:

Sean ci,...,c, € F tales que ) cpfr = 0 (v,p), en particular Vk € [1,n]
k=1

Ov =0gv,r) () = Z ek fr (o)
k=1

n
= g cr0ik
=1

:C,L-

entonces ¢; = 0Vi € [1,n]. Luego { fi}ic1,n] s l.i. . Como card({ fi }ieq1,n]) = dim(V) =
dim(Z(V, F)) = n, entonces £ ({fi}icpi,n)) = ZL(V,W). Luego {fi}ic[1,n] s base de
ZL(V,F).

Con las condiciones anteriores se denota por Z* a { fitiep,n) y se llama base dual de
ByaL(V,F) se le denota por V* y se le llama espacio dual de V.

Ejemplo 3.4: Lugar de trabajo: R? como R-espacio vectorial.

Sean oy = (1,2), ae = (1,1), B=(5,7) y B = {a1,02}. B es base de R?.
Si c1aq + coag = B, entonces encontramos que

{1 115

Ll 7} Ry Ry — Ry [—1 0—2] Ry — Rs + 2R, [1 02]_

2 1|7 Ry — (-1)R; 0 13
y entonces ¢; = 2 y co = 3. Luego si B* = {f1, fo} es la base dual de B, entonces se

tiene que fi(on) =1, fi(az) =0, fola1) =0y fo(az) = 1.
Entonces

f1(B) = f1(2a1 + daz) = 2f1 (1) + 3f1(az) =2

f2(8) = fa(201 + daz) = 2fa(a1) + 3fa(az) = 3.

Cuando V es de dimensién finita, entonces tenemos que dim(V*) = dim(V).

Teorema 3.15: Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita y B = {a1,...,an}
una base de V. Entonces existe una dnica base dual * = {f1,..., fn} de V* tal que
filaj) = di5. Para cada funcional lineal f : V — F sobre V' se tiene

s f(a)

F=Y flefs
=1

y para cada o € V| se tiene

n
o= Z fila)ay.
i=1
Demostracion. Ejercicio. QE.D
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Definicién (Anulador de un subconjunto de un F-espacio vectorial): Si V' es un F-
espacio vectorial y S C V, el anulador de S (denotado por S°) es el conjunto de

funcionales lineales f : V' — F tales que f(a) =0 Va € S. O bien,
am f(a)

SO:{f:V—>FeV* f(a) =0, VaeS}.

s f(@)

Ejemplo 3.5: Sea V' un F-espacio vectorial. Entonces
- 0=V
. {0y}0=V*
= VO =0g,p)

el anulador de un conjunto S es un F-subespacio vectorial de V*.

Teorema 3.16: Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita y W un F-subespacio
vectorial de V. Entonces

dim(W) + dim(W?°) = dim(V).

Demostracion. Ejercicio. QE.D

Para F-espacios vectoriales de dimension finita, introducimos el concepto de hiperes-
pacio. Si V es un F-espacio vectorial de dimensién finita n, un F-subespacio vectorial
de V se dice hiperespacio si tiene dimensiéon n — 1.

Corolario 3.1: Si W es un F-subespacio vectorial de dimension finita k de un F-

espacio vectorial V' de dimension finita n, entonces W es la interseccion de n — k
hiperespacios en V.

Demostracion. Ejercicio. QE.D

Corolario 3.2: 5S¢ Wy y W5 son F-subespacios vectoriales de un F-espacio vectorial
de dimension finita, entonces Wy = Wy si y sélo si WP = WS.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

§ El doble dual

Teorema 3.17: Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita. Para cada o € V
se define
Ly: V¥ — F
fe fla)

Entonces la funcion ¥ :V — V** es un isomorfismo.
a— Ly

En términos categoricos, si V. y W son F-espacios vectoriales de dimension finita y si
T:V—Westl yiy :V — V** con ¢y (o) = L, entonces el diagrama:
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3.3. El doble dual

conmuta. Luego ¥y y hw componen un isomorfismo natural.

Demostracion. Es claro que L, es lineal. Sean o, 8 € V, c € F' 'y v = ca + 5. Entonces
para cada f € V*

Y(v) =Ly = f(7)

= flca+B)
cf(a) + f(B)
cLa(f) + Lg(f)

Luego ¥(v) = ¢¥(ca + 8) = cp(a) + ¢(B). Por lo que % :V — V** es una transfor-
a Ly

macién lineal.

Ahora supongamos que « # 0. Entonces L, # Oy ... En efecto, existe f:V — F don-

o= Cp

de a = Y ¢;a; para la base ordenada & = {a,as,...,a,}, por lo que f(a) =1 # 0.
i=1

Luego L, # Oys««, por lo que si L, = Oy« entonces o = 0. Ahora si &« = 0 entonces

para f € V* se tiene que f(a) = f(0) =0, luego Ly = Ops.

Asi o = 0 si y s6lo si Ly, = Oy»«. Luego 9 :V — V** es no singular, por lo tan-
a+— Ly

to inyectiva. Finalmente como dim(V**) = dim(V*) = dim(V'), por el Teorema 3.9,

YV — V** es suprayectiva. Luego 9 :V — V** es un isomorfismo.

ars L, a Ly QED
Corolario 3.3: Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita. St L : VL(—)> Fev
o o
es un funcional lineal, entonces hay un inico a« € V tal que L(f) = f(a) Vf:V — F €
o f (o)
V.
Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario 3.4: Sea V un F-espacio vectorial de dimension finita. Cada base de V* es
el dual de alguna base de V.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

De Teorema 3.17 podemos identificar a un vector « € V con Ly :V* — F y del
fe flo)

mismo modo a V con V**. De modo que, abusando de la notacién, decimos que V es

el dual de V* o que V' y V* estan en dualidad mutua de forma natural.
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3.3. El doble dual

Considere ahora el conjunto £ C V*. Entonces E° es un subconjunto de V**. Asf, si
identificamos a V** con V entonces EY es un subespacio de V, a saber, el conjunto de
los a € V tales que F(«) = 0 para todo f € E. Luego, enunciamos el siguiente teorema

Teorema 3.18: 57 S es cualquier subconjunto de un F-espacio vectorial V' de dimen-
sion finita, entonces (S°)° = Z(9).

Demostracion. Sea W = £(S). Claramente W° = S°. Por el Teorema 3.16 se tiene
que

dim(W) + dim(W?) = dim(V)
dim(W?°) + dim(W?)° = dim(V*).
y como dim(V') = dim(V™*) se tiene que
dim(W) = dim((W°)°).

Como W es subespacio de (W) se tiene entonces que W = (W°)? y luego (S9)° =
Z(8S). Q.E.D.

Los resultados de esta seccién son validos para espacios vectoriales arbitrarios, con la
necesidad de utilizar el Axioma de Eleccién.

Ahora consideremos V un F-espacio vectorial. Es claro que no podemos construir hi-
perespacios para V si dim(V) € N. Por esto damos la siguiente definicién:

Definicién (Hiperespacio en un F-espacio vectorial): Si V' es un F-espacio vectorial,
un hiperespacio en V es un F-subespacio vectorial N, distinto de V' tal que si W es
un F-subespacio vectorial de V con N C W entonces W =N 6 W = V.

donde expresamos la idea de que N F-subespacio vectorial de V tiene iina dimensién

menos” que V. Es decir, no existe un F-subespacio vectorial propio de V' maés grande

que N. Para sintetizar esta idea decimos que N es maximal en V.

Teorema 3.19: Si f:V — F es un funcional lineal en un F-espacio vectorial V
a— f(a)

distinto del funcional lineal cero, entonces kery es un hiperespacio en V. Reciprocamente,

todo hiperespacio de V' es el kernel de un (no inico) funcional lineal f : V. — F distinto
af(a)
del funcional lineal cero sobre V.

Demostracion. Sea f € V* con f # Oy« y Ny su kernel. Sea a € V\N;. Si g eV
entonces f € Z(Ny U{a}). En efecto.
Definase ¢ = @ Entonces v := f—ca € Ny, pues f(v) = f(f—ca) = f(8)—cf(a) =

()"

0. Asi € Z(Ny U {a}).

Ahora, sea N un hiperespacio de V. Consideremos a « € V\N fijo. Como N es maximal,
Z(Nn{a}) = V. Luego cada vector 8 € V tiene la forma 8 = v+ca paray € N,c € F.

~ y ¢ son determinados de manera tinica por . En efecto, si tenemos 3 = 7' + ca,
v € N,c € F entonces (¢/ — c)a =y —+'. Si ¢ — ¢ # 0 entonces o € N, una contra-
diccién. Por lo que ¢ =cy v=+'.
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Luego entonces, si 8 € V existe un tGnico ¢z € F tal que f — cga € N. Sea g(f) el
mismo c. Entonces g() define un funcional lineal g:V — F' .
B c

En efecto, sean 3,0 € V y d € F. Entonces para df f(dS) = cqg. Luego, 8 — C?’Tﬂ €N,
por lo que “ = ¢g y entonces f(df) = df (B).

Ahora, f(B+0) = caye. Asi, si f =75 +cgay 0 = + oo,

Vg + cga+yo + cogor = Vg4 + Cappx
(v8 +v0) — v3+6 = (cp1o — (g + o))

Y si (vg + v9) — v8+0 # 0 entonces o € N. De modo que cgrg = co + cg y entonces
f(B+0)=f(B)+ f(0).
Finalmente, como f(8 — cgar) = f(B8) — cgf(a) = c¢g — cg = 0 se tiene que

N =kery .

Q.E.D.
Lema 3.2: Si f:V — F y g:V — F son funcionales lineales en un F-espacio

a—f(a) ar—g(a)
vectorial V, c € I, entonces g = cf si y sélo si kery C kerg, i.e.

f(a) = 0condg(a) = 0.

Demostracion. Ejercicio. QE.D

Teorema 3.20: Sean g:V — F, f1:V — F,..., fn:V — F funcionales lineales
a—g(a) a— f1(a) a— fr (o)

sobre un F'-espacio vectorial V y ci,...,c, € F. Entonces

n
9=> cfi
i=1

si y solo si kery N---Nkery C kery.

n

Demostracion. Sig= Y ¢;f; v fi(a) = 0 para cada i € [1,n] entonces g(a) = 0. Asf,

=1

n
kery, C ker,.
i=1

1=

Para probar el regreso procedemos por induccién sobre n.

Por el Lema 3.2 se tiene probado el caso base n = 1. Supongamos ahora que el teorema es

cierto paran =k—1.Sean g’ : V — F, f] : V—>F,...,fT’L:V—)Fcong’:g|kerfk
arg/ () ar fl (@) a—f (a) '

k
v f; = filkers, » 7 € [1,k —1]. Asf, si a € kery, v fj(a) = 0, entonces a € () kery,. En
i=1
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k—1
particular o € (] kery, y entonces, por hipétesis de induccién, existen ¢1,...,cx—1 € F
i=1
tales que
k—1
g = chf]'- y entonces g’'(a) = 0.
J=1
k=1
Sea h := g — > c;f;. Entonces h es un funcional lineal en V' y h(a) = 0 Va € kery, .
j=1

Luego, por el Lema 3.2 h = cfy, c € F'. Si h = ¢ f, entonces

k
g="> cifi
i=1

Q.E.D.

§ Ejercicios

—_

Demostrar los casos restantes del Teorema 3.2.
Comprobar que la funcién T en el Teorema 3.3 es una T.1I.
Demostrar el Teorema 3.4.

Mostrar que 47, en el Teorema 3.5, es [.4.

Demostrar el Lema 3.1.

Demostrar el Teorema 3.8.

Demostrar el Teorema 3.13.

Demostrar el Teorema 3.14.

. Demostrar el Teorema 3.15.

© ® N e ok W

. Demostrar el Teorema 3.16.

—_
= o

. Demostrar el Corolario 3.1

—_
[N)

. Demostrar el Corolario 3.2

—
w

. Demostrar el Corolario 3.3

—_
'y

. Demostrar el Corolario 3.4

—
ot

. Demostrar el Lema 3.2

[t
(=2

. Sea V un C-espacio vectorial, suponga que T : V' TT>) C3 es un isomorfismo. Sean
o o

a1, a9, a3, a4 €V tal que

:0,1)  T(a2) = (=2,1+14,0)
T(Oz3)=(—1,1,1) ( ):(\/iai73)

a) L1 € JZ({O&Q, 043})?
b) Sea W1 = .,S,’({oq, 012}) y WQ = f({ag,oq}). Determine Wl N W2.
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17.

18.

19.

20.
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¢) Encuentre una base para el C-subespacio vectorial £ ({ay, g, a3, ay}) de V.

(Es la funcion T :Z/Nn X Z/Nn — Z/Nn X Z/Nn una T.l. 7 Considere los

([11 ]m [IZ ]n) = ([$1 ]i% [12 ]n)
casos

a) n€N.
b) n € N;n = p nlunero primo.

Si C([a, b]) es el conjunto de funciones continuas en el intervalo [a,b] C R, demos-

trar que 4 :C’([ab, b)) — R 5 un funcional lineal.
fe [t
Sea V el R-espacio vectorial de las funciones polinomiales p:R — R tal que
z = p(2)
grad(p) < 2. Definase los funcionales lineales
f11V—>R R fQIV—>R , f3:V—>R
P [01 p(x)dx P foz p(x)dz P f(l_l p(x)dx

Demuestra que {f1, f2, f3} es una base de V* mostrando la base de V' de la cual
es el dual.

Utiliza el Teorema 3.20 para probar lo siguiente. Si W es un F-subespacio vectorial
de un F-espacio vectorial de dimensién finita y si {g1,...,g,} es cualquier base
de W9, entonces

W = hkergi .

i=1



4

Determinantes

Esta seccién es, en su gran mayoria, un transcrito de lo expuesto en [Mor14] lo cuél tam-
bién se puede encontrar en https://delta.cs.cinvestav.mx/~gmorales/Biberstein/
fvd/nodel9.html.

§ Permutaciones

Una permutacién es una biyeccién sobre el conjunto [1,n]. Al conjunto de permutacio-
nes en [1,n] se le denota S, y los elementos de [1,n] se les llamard n-igitos.

El conjunto S, junto a la operacién o :S, x S, — S, forma un grupo (S,, o) al cual
(o,7) > 0oT

llamamos grupo simétrico. Convenimos que si o, 7 € .S, entonces denotamos o o7 como

simplemente o7.

Teorema 4.1: Si X,Y son conjuntos de cardinalidad n € N entonces el numero de
biyecciones de X a 'Y es nl.

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre n. Supongamos n > 2 y el teorema
probado paran—1. Sean X = {z1,...,z,} eY = {y1,...,yn} conjuntos de cardinalidad
n. Vk € [1,n] sea Ay el conjunto de las biyecciones f de X sobre Y tales que f(z,) = yx.
La cardinalidad de Ay es igual a aquella del conjuntos de todas las biyecciones del
conjunto {x1,...,2,—1} sobre el conjunto Y \ {y}. Por hipdtesis de induccién esta
cardinalidad es (n—1)!. El conjunto de todas las biyecciones de X sobre Y es la reunién
de los n conjuntos Ay, ajenos a pares, cada uno de cardinalidad (n — 1)!, luego tiene

cardinalidad (n — 1)In = nl. QED
Definicion (Ciclo): Sea n > 2. Si x1,...,x, son n-igitos distintos, se llama ciclo
(z1,...,2n) ala permutacién v € S, tal que

Y(zg) = k41 VE € [l,r—1]

7(337') = Ty

v(@) = wzsix&{r,...,z,}
Definicion (Conjunto de elementos de un ciclo): Si v es el ciclo (x4, ..., x,) designa-
remos por {7} el conjunto de elementos {z1,...,z,}.

o7
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4.1. Permutaciones

Definicién (Familia de ciclos ajena): Una familia finita (y1,...,7,) de ciclos se dice
ajena si los correspondientes subconjuntos {71}, ..., {v,} son ajenos a pares.

Lema 4.1: Ciclos ajenos conmutan.
Demostracion. Basta probar que si 71, y2 son dos ciclos ajenos vale:
7172 = 7271
Siz g {n}tyzd{r} vale
172(2) = Y2 (z) = =

Supongamos ahora x € {71}. Entonces y12 # z, luego 122 = = y en consecuencia
y1y2(x) = y1(x). Pero siendo v1(x) € {71} vale también v27v1 (x) = 71 (). Luego enton-
ces

N72(z) = N72(2).

Andlogamente se observa que esto vale también si x € {~2}. Q.ED.

Teorema 4.2: Toda permutacidn o € S, 0 # 1 (v :S, — S, ) puede representarse
Tr—x

como producto (conmutativo) de una familia finita de ciclos ajenos. Tal representacion
es unica a menos del orden de los factores.

Demostracion. Sea o € Sy, 0 # .

i) En el conjunto [1, N] introduzcamos la relacién ~ por el convenio
y~x > ImEZtal quey =ocmx

Rigen las reglas:

a) z ~x Yz € [1,N] pues z = o%.

b) y ~ zcondx ~ y pues y = ¢™ implica x = o~ ™y.

¢) Las relaciones y ~ x y z ~ y implican z ~ z, pues y = 0Pz y z = 0%y implican
z = oPtig,

De ahi se sigue que ~ es una relacién de equivalencia en [1, N]. Las correspondientes
clases de equivalencia se llaman las orbitas de la permutaciéon o.

La 6rbita de un n-igito x € [1, N] se reduce a {x} si y sélo si oz = = 0 como se
dice, x es invariante bajo o.

Una 6rbita de o reducida a un sélo punto la llamaremos o6rbita trivial. Puesto
que o # 1, o posee por lo menos una érbita no trivial.

i) Sea B una 6rbita no trivial de o. Fijemos arbitrariamente = € B. 3m € N tal que
oc™x = x, pues, de lo contrario si p,q € Ny p # ¢q serfa oPx # o%x, lo que es
imposible por ser [1, N] un conjunto finito.

Sea r := min{m € N | ™z = x}. r es un entero > 2. ¥m € Z obtenemos por el
algoritmo de la divisién enteros ¢ y ¢ tales que m = rq+ty 0 <t <r—1,de
donde:

oc™x =oto™r = olx
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4.1. Permutaciones

luego B contiene solamente los elementos z, ox, 0%z, ...,0"

de 7, estos son distintos a pares.

~lz y, por minimalidad

El entero r depende solamente de B, pues es la cardinalidad de B. También el ciclo
v := (z,02,...,0" tx) depende solamente de B pues 7 es al restricciéon de o a B:
o|lg. A suvez B={y}.

iii) Sea (Bi,...,By) la familia de todas la 6rbitas no triviales de o. Vk € [1, N] sea
vk el ciclo definido por By, como en ii) o sea v, = o|p,. Puesto que {y} = By, los
ciclos v1,...,7vn son ajenos. Afirmamos que

o= ryl PN ryN
En efecto:

a) Si x € By Vk € [1,N] vale ox = x y también (y1---yn)(z) = z, pues
vi(z) =z Vk € [1,N].

b) Supongamos que x € Bj para algin k € [1,N]. (Este k es tnico). Enton-
ces Vi(z) = ox y vi(x) = x si i # k. Aplicando, por ejemplo, el Lema 4.1
obtenemos:

(1) (@) = (- Ve ) (@) = (@) = o

De a) y b) se ve que 0 =71 -+ - YN

iv) Para probar la unicidad de la representaciéon ¢ = 71 - - - yn (la cual, por cierto, no
serd usada mads adelante) supongamos una relacién

o=t
donde 4} - - -4 son ciclos ajenos.
Six & {v,} Vk € [1, N] se verifica:
ox = .

Supongamos que para algin k € [1,n] se cumple z € {;,}. Entonces, por ejemplo,
por el Lema 4.1:

or = (N W) (@) = 7 € I}
de donde inmediatamente por induccién:

o"x = (03)™(x) € {n} Ym €N

Esto prueba que {7, } es una 6rbita no trivial de o y v, = o](,;}. Finalmente sea B
una 6rbita no trivial de 0. Six € B, vale x # o, luego 3k € [1,n'] tal que z € {~; }.
De ahi B = {7, } o sea B figura entre las érbitas no triviales {~1},...,{v\/}. Se
ve pues que la representacién o = ] - - - vy es la misma que o =y, - - - IN-Q.E.D.

Definicién (Trasposicién): Un ciclo v tal que {7} es de cardinalidad 2 se llama tras-
posicién. En otras palabras, si ¢, son n-igitos distintos, la trasposicién 7 = (i,7) es
la permutacién que satisface

(i) =4,7(j) =14, ¥

T(k) =kVEk e [l,n] tal que k #iy k # j.
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4.1. Permutaciones

Teorema 4.3: Sin > 2, toda permutacion de grado n puede representarse como pro-
ducto de una familia finita de trasposiciones.

Demostracién. Vale + = (1,2)2. Podemos pues suponer ahora o # ¢. En virtud del
Teorema 4.2 basta probar que todo ciclo puede representarse como producto de una
familia finita de trasposiciones. Esto se sigue de que r > 2 y si x1,...,x, son n-igitos
distintos a pares, rige la férmula:

($1,$2,$3, cee 7xr) = (l'laxr)(xlvl'rfl) te ($1>$3)(x1,$2)'

Q.E.D.

Note que la representacién de una permutacion como producto de trasposiciones esta
lejos de ser tinica.

Ejemplo 4.1: Sin > 3 tenemos:
v=(1,2)" = (1,3)* = (1,2)%(1,3)* = (1,2)*(1,3)*(2,3)*.

Definicién (Trasposicion de n-igitos consecutivos): Una permutacién de grado n se
dice trasposicién de n-igitos consecutivos si es de la forma (k,k + 1) con k €
[1,n—1].

Teorema 4.4: Sin > 2 toda permutacion puede representarse como producto de una
familia finita de trasposiciones de n-igitos consecutivos.

Demostracion. En virtud del Teorema 4.3 basta probar que toda trasposiciéon puede
expresarse como producto de trasposiciones de n-igitos consecutivos. Consideremos dos
n-igitos: a y a + 1 con r € N. Observemos que la permutacion

o=(a+r—la+r)a+r—2,a+r—1)---(a+1,a+2)(a,a+1)

transforma a en a + r y los n-igitos a +1,a+2,...,a+ 1 — 1;a + r respectivamente en
a,a+1,...,a+r—2;a+r—1. A su vez la permutacién

T:=(a,a+1)(a+1,a+2)---(a+r—-3,a+r—2)(a+7—-2,a+71—1)
transforma los n-igitos a,a + 1,...,a +r — 2;a + r — 1 respectivamente en a + 1,a +
2,...,a+7r—1;ay no desplaza a a + r. Luego la permutaciéon 7o intercambia a +r con
a vy no desplaza ningtin otro n-igito, o sea:

(a,a+r) =70

Pero 7o es patentemente un producto de trasposiciones de digitos consecutivos.

Q.E.D.

En este contexto un homomorfismo es una funcién f tal que f(o7) = f(o)f(r) para
cualesquiera permutaciones en S,. En general, un homomorfismo es una funcién que
preserva operaciones.
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Teorema 4.5: Existe un dnico homomorfismo € del grupo simétrico S, en el grupo
{=1,1} que satisface
e(o) =-1

para toda trasposicion o.

Yo € S, vale:
(o) = (~1)"

donde v(o) es el nimero de pares (i,j) de elementos de [1,n] tales que i < j para
o(i) > o(j). Tales pares se llaman las inversiones de la permutacion o, (o) se
llama el signo de la permutacién o (y se designa por sgn).

Demostracion. Si existe un homomorfismo deseado €, es necesariamente tinico. En efec-
to, en virtud del Teorema 4.3 toda permutacion o € S, puede representarse en la
forma ¢ = 7 -+ -7y, donde 7y, ..., Ty, son trasposiciones. Por ser € un homomorfismo
vale €(0) = €(11) - - - €(Tin ). Ademds, puesto que € toma el valor —1 sobre toda la tras-
posicion, se sigue de ahi ¢(0) = (—1)™. Por tanto se conoce el valor de e sobre toda
permutacién, elemento de S,.

Probemos la existencia del homomorfismo e. Pongamos:
P= ] G-9v

i,5€[1,n]
i<j

[[(e() = o)

i<j

oP :

Los factores de P son, a menos del orden y del signo, los mismo que los de la derecha de
o P. Més precisamente, el factor o(j) —o (i) es negativo si y s6lo si (4, j) es una inversién
de 0. Tenemos pues:

oP =¢€(o)P

donde €(0) := (=1)"(?) y v(0) es el nimero de inversiones de la permutacién o. Mas
generalmente si f es cualquier aplicacién de [1,n] en [1,n] se verifica:

i<j i<j

En efecto, como antes, los factores a la izquierda de esta tltima igualdad son los mismos,
a menos del orden y el signo, que los a la derecha y el niimero de cambios de signo es
siempre v(0).

Sean o, T permutaciones arbitrarias, elementos de S,,. Al escribir la iltima igualdad con
f = 7 obtenemos mediante las Gltimas cuatro igualdades

e(r0)P = (10)P = H(To(j) — 70(i))
= E(U)H(T(j) —7(i))
= ¢(o)e(T)P
De ahi:
e(ro) = €(7) - €(0).
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Esta relacién prueba que e es un homomorfismo del grupo S,, sobre el grupo {—1,1}.

Queda por probar que € toma valor —1 sobre toda trasposicién. Sea ¢ = (a,b) una
trasposicién arbitraria. Aqui a, b son elementos distintos de [1,n]. Cabe suponer a < b
y escribir b=a + 7 con r € N.

Las inversiones de o = (a,a + r) son:
(a;a+1),(a;a+2),...,(a;a+71—1),

(a+Lia+r),(a+2;a+71),....(a+r—1;a+71),
y (a;a+71).

El ntimero de dichas inversiones es 2r — 1, luego:

elo) = (1)1 = —1.

Q.E.D.

Definicién: Sea o € S,,. 0 se dice permutacion par si sgn(o) = 1. o se dice permu-
tacién impar si sgn(o) = —1. Si representamos o como producto de trasposiciones, o
serd una permutacién par o impar segun el nimero de dichas trasposiciones sea par o
impar.

De ahi se sigue: Si representamos una misma permutacion de diferentes maneras como
producto de trasposiciones, la paridad del numero de factores es siempre la misma o
sea depende solamente de o.

Teorema 4.6: Sean o,7 € S,,. El producto o1 es una permutacion par si y sélo si
ambas o y T son permutaciones pares o ambas son impares.

oT es una permutacion impar st una de las permutaciones o, T es par y la otra es impar.

Demostracion. Ejercicio. Q.ED

Se designa por A, al conjunto de todas las permutaciones pares de grado n.

Teorema 4.7: A, es un subgrupo de S, . A, se llama el grupo alternado de grado
n.

Demostracion. Ejercicio. QED.

Teorema 4.8: Si n > 2 el nimero de permutaciones pares de grado n es igual al
~ . . |
nimero de permutaciones impares de grado n, luego ambos son 7 . Por tanto

Demostracion. Sea « una permutacién impar fija de grado n. La aplicacién ¢ — ao
es una biyeccién de S, sobre sf mismo. Intercambia A,, con su complemento. De ahi la
conclusion.

Q.E.D.
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§ Funciones determinantes

Definicién (Funcién n-lineal): Sea R un anillo conmutativo con identidad. Si

D:M,(R)— R
A D(A)

y aq,...,0p representan las filas de la matriz A, se dice que D : M, (R) — R es n-
A~ D(A)

lineal si Vi € [1,n] D es funcién lineal en la i-ésima fila cuando las demaés filas quedan

fijas, es decir

D(aq,...,coa; +al,...;an) =cD(aq, ..., a4, )+ D(ag,...,ak, ... )

79
donde (a1, ...,ca; + o, ..., ay) es la representacién en filas de la matriz A.

Lema 4.2: Combinaciones lineales de funciones n-lineales son n-lineales.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Definicién (Funcién n-lineal alternada): Sea R un anillo conmutativo con identidad.

Si D: My (R) — R es una funcién n-lineal, esta se dice alternada si D(A) = 0 cuando
A D(R)

dos filas son iguales.

Lema 4.3: Sea D :M,(R) — R una funcién n-lineal alternada. Entonces, si A’ es
A D(R)

una matriz obtenida al intercambiar dos renglones de la matriz A, entonces D(A) =

—D(A).

Demostracion. Sean aq, ...,y las filas de A. Como D es n-lineal
D(aq,...,0;+aj,...;0;+0j,...,00) =D(an, ..., ... 0, ..., 0p)
+D(O{1, y Ol .,Ol], 7an)
+D(O(1, , Oy , O, ,O[n)
+D(O[17 y Qs ey (g, ,O[n)

de donde, como D es alternante

D(ay, ..., +aj,...,05+ 0y, ...,00) = D(ov,...,04,...,05,...,0p)

luego entonces D(A) = —D(A"). Q.E.D.

Definicién (Funcién determinante): Sea R un anillo conmutativo con identidad y

sea D :M,(R) — R . Decimos que D es una funcién determinante si D es n-lineal
A~ D(R)

alternante y D(I) = 1.
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Teorema 4.9 (Unicidad de la funcién determinante en M, (R)): Sea R un anillo
conmutativo con identidad. Entonces existe una y sélo una funcion determinante

det : M, (R) — R
A s det(A)

definida por

n

det(A) = Z sgn(o) HA((Z,U(Z)))

oESy, i=1

Si D :M,(R) — R es cualquier funcion n-lineal alternante entonces
A D(A)

D(A) = det(A)D(I).

Demostracion. Sean aq,...,«q, las filas de A y sean €1,...,¢€, las filas de la matriz
identidad I. Entonces se tiene que A = A, o bien

[AT]((i, 7)) = Y A((E k) ((k, )

k=1

n

entonces a; = Y. A((1,k1))€x,. Luego
k1=1

D(A) = D(ay,...,an)

=D <z": A((1, k1)) €ry s - - - 7an>

k=1

= Z A1 k) D(eg,, - - - an).

k1=1

Andlogamente tenemos as = > A((2, k2))ek,, de donde
ko=1

D(A) =Y A(1,k1) > A(2,k2)D(ex,, €hys - -, )

klil k2:1
= Z Z A(l,kl)A(27k2)D(€kl7€k2,...7Ozn).
k1=1ka=1

y de manera similar obtenemos al final

DA) = > - > J[AWG k) Dlery, - x,),
k1=1 kn=11=1

de donde, como D es n-lineal alternada se tiene que para todo k;, k; € [1,n] tal que
i =7 D(eék,,...,€x,) =0, por lo que tenemos que

D(A) = > [T AW, 0(0)Dlexry, - - s €otm))-

oeS, i=1
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4.3. Ejercicios

Realizando una cantidad finita [ de intercambios de renglén obtenemos que

D(4) = Y [[A(Ge())(-1)'D()

€S, i=1

de donde D(es(1y,-- -5 €0(n)) = (—=1)!D(I), y en particular, si D es una funcién deter-
minante, entonces

D(ea(l), ey ea(n)) = (71)l.

Luego, el intercambio de filas equivale a descomponer la permutacion en transposiciones,
esto es, que (—1)! = sgn(o). Luego entonces, para det funcién determinante

det(A) = Y sgn(o) [T A((i, ().
ocES, i=1
Luego, si D es una funcién n-lineal alternante, entonces

n

D(4) =) sgu(o) [T A, 0(0))D(1)

ocES, i=1
— det(A)D(I).
Q.E.D.

Teorema 4.10: Sea R un anillo conmutativo con identidad, y sean A, B € M, (R).
Entonces
det(AB) = det(A) det(B)

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

§ Ejercicios

1. Demostrar el Teorema 4.6.
Demostrar el Teorema 4.7.
Demostrar el Lema 4.2

Demostrar el Teorema 4.10.

DA e B

Demostrar que toda permutacién en S,,, n > 3 se puede descomponer en 3-ciclos
de la forma (1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n).

6. Sea R un anillo conmutativo con identidad y A € M3(R) con

0 a b
A=|-a 0 ¢
-b —c 0

7. Sea F un campo y A € M, (F). Si A es invertible demuestre que det(A) # 0.
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4.3. Ejercicios

8. Una matriz A € M, (R), R un anillo conmutativo con identidad, se dice triangular
si A;j =0 parai,j € [1,n] con i > j osi A;; =0 para i < j. Demuestra que si A
es una matriz triangular entonces

n

i=1
9. Seao €5, y A€ M,(F), con F' un campo. Sean a1, ..., a, los vectores fila de
A. Definimos
O'(A) = [Oég(l) te aa(n)]-
a. Sea B € M, (F). Demuestre que c(AB) = o(A)B, y en particular que

®

o(A) =o(I)A.
Sea
T:F" — F"
(x1,...,20) To(1)s s To(n)
Probar que T' es un operador lineal invertible.
Probar que [T]¢ = o(I).
:Es 071(I) la matriz inversa de o(I)?

(Es 0(A) similar a A?

10. Juegue determinética.

66



A

Clases de equivalencia
modulo n

§ Deducciones propias de las clases de equivalencia
modulo n

Sea n € Z. Definamos la relaciéon ~,, por
ar~pbesn|a—Db.

Esta relacién es una relacién de equivalencia. El conjunto cociente correspondiente se
denota Z/~,, y sus clases de equivalencia [ ],.

Definicion (Operaciones en Z/~y,):

La suma en Z/Nn es la funcién —+ :Z/Nn X Z/Nn — Z/Nn .
(a,b) = [a+b],

La multiplicacién en Z/Nn es la funcién - :Z/Nn X Z/Nn — Z/Nn .
(a,b) = [a-b],

Por sugerencia de un compaifiero intenté explicar algunos de los casos de interés utili-
zando el teorema del residuo. Note que si n | a — b entonces a = nk +b y por el teorema
del residuo a = nq + r, luego es facil ver que r ~,, b.

i) Si a > n, por el teorema del residuo a = nqg+r, 0 < r < n, entonces si « € [al,
a=nk+a=nk+ng+r=n(k+q)+r, entonces « € [r],. Luego, si 8 € [r],
entonces § = ng’ +r, comor =a—nqg  =nq +a—ng=n(qd —q) + a, luego
B € [a],. Entonces

ii) Si a < 0, por el teorema del residuo a = ng+r, 0 < r < n, luego r = a — ng
ycomor > 0y a < 0 entonces a < —ng y —ng > 0. Entonces si v € [a],
v =nk+a =nk+ng+r =n(k+q)+r =n(k+q)+(—ng+a), luego v € [—ng+al,
con —ng + a > 0. Asi, podemos llegar a que

[a]n = [—W;H-a]n
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A.2. Ejercicios

Ejemplo A.l: 1) [2}6[3]6:[2‘3}6:[6]6:[0]6~
2) [4]is +[12]1s = [4+12]13 = [16]13 = [3]1s.
3) [—1]5+[16]5 = [4]5 + [16]5 = [20]5 = [0]5.

4) [851]17[5135]174[1000000]17 = [1]17[1]174[ 1000000 |17 = [1]17+[ 1000000 |17 =
[1000001 |37 = [10]17

Note que (Z/Nn, +) es un grupo abeliano y ademads (Z/Nn, +,+) es un anillo. Cuando

n es primo tenemos entonces un campo finito. Si ahora consideramos las unidades del

anillo, se tiene entonces que (UZ /N ,+) es un grupo, llamado el grupo de unidades de
n

Z)mon.
§ Ejercicios

1) Probar que la relacion ~,, es de equivalencia.

3
4

)
2) Pruebe que si p es primo entonces Z / ~,, es un campo con cardinalidad finita.
) ¢Es 219 — 1 primo?

)

$12039809185092830197283782828282828282828282828282828282 tiene raiz n-ésima
entera para todo n € N'\ {0,1}7
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B

Espacios vectoriales de
dimension infinita

El estudiante interesado puede encontrar una seccion dedicada a espacios vectoriales de
dimensién infinita en [Jac53]

Las siguientes definiciones y resultados son utilizados en su mayoria de manera implicita
en la seccién 2.2.

§ El axioma de eleccién

Definicién (Funcién selectora): Sea A un conjunto. Una funcién selectora o de
eleccién para A es una funcién f: P(A) \ {@} — A tal que, para todo

BeP(A)\{2}, f(B)=[fp€B.

Con esto es momento de interpretar A.7:

Axioma 7 (de Eleccién): Todo conjunto no vacio tiene una funcién selectora.

Aceptar el axioma de Eleccion en nuestra teoria equivale a aceptar el Teorema de
Zermelo (del Buen orden) asi como el Lema de Zorn y otros tantos resultados. Entre
ellos, esta la equivalencia con la existencia de las bases de cualquier F-espacio vectorial.

Implicitamente se utiliza esto para poder elegir un vector a € V' \ {0y }, al igual que
en muchos otros teoremas se elige un elemento arbitrario del conjunto sin importar si
este es un conjunto finito o infinito. El axioma de eleccién evita el problema de definir
exactamente qué significa “tomar” una infinidad (o de una) de elementos, garantizando
la existencia de una funcién de eleccién para cualquier conjunto.
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B.2. Cardinales

§ Cardinales

Cardinalidad en conjuntos infinitos

Definicion: La cardinalidad de A es menor o igual a la cardinalidad de B, si existe
una funcién inyectiva f:A — B .
a— f(a)

Teorema B.1: Si A y B son conjuntos numerables, entonces A x B es numerable.

Demostracion. [Herl7]. Una prueba utilizando el teorema de Cantor-Bernstein puede
encontrarse en libros de Céalculo IV u de otras maneras en [SF96]. Q.E.D.

Corolario B.1: FEl producto cartesiano de una cantidad finita de conjuntos numerables
es numerable. Consecuentemente, N™ es numerable para todo m € N.

Demostracion. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario B.2: El conjunto de los nimeros enteros Z y el conjunto de los niumeros
racionales Q son numerables.

Demostracion. [Herl7]. Seria buena idea ir preparandose para algebra IV a la vez que
ve la demostracién de este corolario. Q.E.D.

Teorema B.2: FEl conjunto de los numeros reales R es un conjunto no numerable.

Demostracion. [Herl7]. O, si lo prefiere, de una vez prepérase y vea en conjunto topo-
logia de R™ en [KF70]. Q.ED.

Observacion: La relacion de orden en los nimeros cardinales < es un orden parcial.

Lema B.1: Si A1 C B C A y card(A;) = card(A), entonces card(B) = card(A).

Demostracion. [Herl7) Q.E.D.

Aritmética de cardinales

Las siguientes definiciones son utilizadas de manera implicita en la demostracién del
caso infinito para la cardinalidad de las bases de un F-espacio vectorial.

Definicién: Si card(A) = k,card(B) = Ay AN B = &, entonces
k+ A =card(AU B).

La suma de cardinales no depende de la eleccién de los conjuntos A y B. El axioma de
eleccién implica que si k es infinito, entonces kK + Kk = k.

Definicion: Si card(A) = k y card(B) = A, entonces
k- A=card(4 x B).
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B.3. Un ultimo teorema

§ Un 1ltimo teorema

Teorema B.3 (Invarianza en la cardinalidad de las bases de un F-e.v.): Toda base de
un F'-espacio vectorial tiene la misma cardinalidad.

Demostracion. (Caso infinito) Sean o/ y Z bases de un F-espacio vectorial V' ordena-
das por conjuntos de indices bien ordenados I y J respectivamente, con card(«?) > Rg
ei €1y je J. Demostrado el caso finito, entonces tenemos que card(%) > Ng

Cada vector «; € o/ es representado de forma tinica como una combinacién lineal finita
de vectores §; € Z. En efecto, sean J;; C J y Jiz C J conjuntos finitos. Suponga que
existen {cx}res,, C F v {di}res,, C F y se tiene que

a; = Z ckbBry o = Z di B

keJi1 ke Ji2

Entonces

D aBe= Y dibr

kedi k€ Jio

> aBe— Y, diBp =0

keJi keJia

Luego, separando las sumas en indices en comun e indices no en comun, se tiene

> (a—d)Be+ D>, aBi— D>, difi=0

keJiiNJdiz2 k€Ji1\Jiz keJi2\Ji1

P es base, entonces Ve, k € Ji1 \ Ji2 se tiene que ¢ = 0y del mismo modo Vdg, k €
Jia \ Ji1 se tiene que di, = 0. Luego, Vk € J;1 NJs2, ¢, —di, = 0. Luego entonces ¢ = d.
Asi, tenemos que la representacién es tnica.

Ahora, cada 8; € % aparece en una combinacién lineal finita de un a; € /. Si no
fuera asi, entonces suponga que 3, no aparece en ninguna combinacién lineal finita
para todo «; € &/. Luego, sea I, C I conjunto finito y sea {el}le% C F, como & es
base, entonces

Bjo = E €1
lGIjO

Cada oy, ! € I, se representa como una combinacién lineal finita de vectores en %, sea
Jo C J conjunto finito y {ck}res,, supongamos entonces

Bio = > kB

k€Jy
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B.4. Ejercicios

luego entonces, Z# es linealmente dependiente, lo que contradice que % sea una base
de V. Por lo tanto, todo vector 8; € & aparece en alguna combinacién lineal que re-
presenta a los a; € 7.

Entonces se define f:% — & que a un ; € A le asigna s6lo un «; € </ donde
Bj = a;
B; forma parte de la combinacién lineal finita tnica que representa a «;. Entonces
f:9PB — & es una funcién.
Bj = oy

Luego, sea J; C .J conjunto finito y o € f(4%), entonces f~ ({c}}) = {Bj}jes, Ji CJ
es un conjunto tal que §; forma parte de la combinacion lineal finita Gnica que repre-
senta a oy, entonces f~!({al}) es un conjunto finito.

Sea I' := {f~*({cal}) € P(B) | ) € f(A)}. Luego B = J 7, la cual, como f
~yel
es funcién, es una unién disjunta. Asi card(#) = > card(y) < card(f(#)) y como
yel’
f(B) C o, card(f(A)) < card(«). Luego entonces card(#) < card(«/) y se tiene que

existe ¢ : B — &/ funcién inyectiva.

De manera andloga, intercambiando los papeles de B y 7, se llega a que card(«/) <
card(Z) y entonces existe una funcién inyectiva ¢ : & — %. Luego, por el Teorema
0.1 se tiene que card(%/) = card(A). Q.E.D.

§ Ejercicios

1) Demostrar el Teorema B.1.
2) Demostrar el Corolario B.1.
3) a) Demostrar que RY es un R-espacio vectorial.

b) Sea e, = (6nk)ren € RY. jEs el conjunto Z = {e, € RY | n € N} una base
de RN?

4) Sea F un campo. Encontrar una base para F[z] como F-espacio vectorial.
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C

Espacios cociente
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Frases célebres del Dr. Hugo Méndez Delgadillo:
= FEl conjunto de los perros rabiosos.
= Abusamos de la notacion para no ahogarnos en ella.
= Que sea legal y nos convenga.
= Santiago, te pusiste modo entero. Zzzzzzz.
= Je, je, je.

= Eso puede que venga en el examen.



ORI D7=UEbZEKEIZL T NS 7 (manio) [man22).

Figura C.1: Ya nos vamos, Miku. Ya es de noche.

...Fin.
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