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Introducción

Estas notas son del curso de álgebra II impartido por el Dr. Hugo Méndez Delgadillo en
la licenciatura en física y matemáticas en la Escuela Superior de Física y Matemáticas
del Instituto Politécnico Nacional. El curso del Dr. Hugo fue en base a [HK71] para
la mayoría del curso y [Mor14] para la sección de permutaciones. De mi parte extendí
los temas a lo que el profesor tuvo planeado ver en el curso. Aún así, estas notas no
sustituyen ningún material original y sólo deben utilizarse como apoyo para el curso de
álgebra II.

Para todos los interesados en varios temas que podrían causar algo de confusión en una
primera exposición, me tomé la libertad de dejar varios libros en la bibliografía para
resolver algunas dudas que pudieran tener sobre lógica, conjuntos y espacios vectoriales
de dimensión infinita, así como generalizaciones de los temas vistos en el curso.

Las primeras secciones tratan los famosos preliminares del profesor Hugo, en algunas
cursos con más preliminares que en otros. En este caso el profesor Hugo da una noción
de la teoría de conjuntos para establecer formalmente varios objetos de estudio, como
lo son los sistemas de ecuaciones lineales y matrices, así como las bases de espacios
vectoriales en general. De mi parte, el sistema axiomático se introduce por medio de un
lenguaje formal como es expuesto en [FV17]. Es suficiente con tener una idea de lógica
de primer orden, que puede verse en varios libros de la bibliografía o en los apuntes
que proporcione el profesor Hugo. Para un estudio formal desde la matemática es re-
comendado leer [Ivo25c] junto con [Ivo25b], [FV13] y [Mon76]. En el primer capítulo
se tratan los sistemas de ecuaciones formales y su relación con las matrices, haciendo
uso a veces del llamado razonamiento inductivo con el cual abusamos pero evitamos
ahogarnos en la notación, como lo dice el profesor Hugo. En el segundo capítulo se
estudian algunos resultados sobre espacios vectoriales, usualmente enfocándonos en es-
pacios vectoriales de dimensión finita, pero presentando demostraciones que son válidas
para el caso infinito. Junto con esto se introducen las coordenadas de manera formal
y algunos ejercicios divertidos. Para el tercer capítulo se estudia el tema principal del
álgebra lineal, las transformaciones lineales. En el curso impartido en el semestre 2025-1
sólo se llegó a funcionales lineales, así que la parte correspondiente al doble dual confía
fuertemente en [HK71]. En el cuarto capítulo se tratan las determinantes y su relación
con las permutaciones. La exposición que se tuvo en el semestre fue pequeña por lo
tanto las secciones también son algo rápidas. Para los apéndices, el primero trata el
muy recurrente tema en los cursos del profesor Hugo de clases de equivalencia módulo
n. Este tema es interesante y personalmente recomendaría leer sobre teoría de núme-
ros y criptografía para ver la teoría y aplicaciones correspondientes. De momento, una
corta exposición a este tema está en [Ave+17]. El segundo apéndice trata brevemente
los conceptos necesarios para un solo teorema, el de la invarianza en la cardinalidad
de bases de espacios vectoriales para el caso infinito. Un desarrollo más amplio de la

iii



teoría que trata estos espacios vectoriales se encuentra en [Jac53], pero personalmente
recomendaría buscar otras fuentes como [Ivo25a].

Sobre notaciones, se denota a la delta de Kronecker por δij y una de las más utilizadas
es la del conjunto [[a, b]] que denota el intervalo de números enteros entre a y b. Otra de
ellas es la de una función dada como f :A −→ B

x 7→ f(x)
, la cual se utiliza para distinguir las

funciones de su gráfica pues queremos dejar claro que es importante el dominio, el con-
tradominio y la regla de correspondencia (relación). Aunque, entrando en la tipografía
y el aspecto técnico del documento, las notaciones no son consistentes para preservar
cierto orden en el texto, hablando de la definición como macros en el archivo.

Los ejercicios son en su mayoría teoremas que pudo dejar o no el profesor de ejercicio. En
cualquier caso no son demasiado complejos de resolver, pero se tiene que tener en mente
que algunos necesitan de pensar cuidadosamente y entender bien los conceptos, incluso
aquellos en los preliminares o en los apéndices. Aún con estos ejercicios es recomendable
estudiar completamente las listas que proporcione el profesor antes de cada examen.
Estas son de mucha utilidad para resolverlo.

Finalmente, estas notas no tienen ningún tipo de conexión oficial al Instituto Politécnico
Nacional mas que ser escritas por uno de los alumnos inscritos en el periodo 2026-1 así
como tampoco buscan suplir la labor del profesor ni el material oficial que se encuentre
en la bibliografía del plan de estudios del curso.

(tsukum
izu)[tsu24]
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Figura 1: Miku en el cerro.
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0
Preliminares

§ Nociones sobre conjuntos

El lenguaje de la teoría de conjuntos†

Esta sección se indica opcional mediante el superíndice †. Está aquí para clarificar
lo que es una propiedad en la teoría de conjuntos y cómo construirlas a partir de
interpretaciones.

La teoría desarrollada en el curso hace uso de la teoría de conjuntos de Zermelo-Frankel
con el axioma de elección. Un estudio más detallado se puede encontrar en [Her17],
[SF96] y [FV17]. Para consultar sobre la lógica que de la que se hace uso aquí, [Dea99]
y [Kle52] son fuentes suficientes para entender más a detalle lo que aquí se presenta.

Se presenta la teoría de conjuntos Zermelo-Fraenkel (ZF) con el Axioma de Elección
(ZFE) de manera axiomática a través de un lenguaje formal. Un lenguaje formal consta
de un alfabeto, reglas sintácticas y una interpretación. A grandes rasgos, un lenguaje
formal es un lenguaje con estructura de “cálculo”. Se supone que el lector ya tiene
nociones de lógica, aún cuando estas no son del todo formales, se entiende que sabe
cómo formar proposiciones yuxtaponiendo símbolos como p q. De manera similar, se
dará el lenguaje de la teoría de conjuntos con el cual se formarán cadenas de símbolos
bajo ciertas reglas y las cuales interpretaremos como dichos o declaraciones sobre los
conjuntos.

Decimos que el lenguaje formal de la teoría de conjuntos (o simplemente el lenguaje
TC) consiste de los siguientes símbolos [Bre22]:

1. Funtores o conectivos lógicos: ∧,∨, , .

2. Cuantificadores: ∀,∃.

3. Variables: a, b, c, . . . , A,B,C, . . . , α, β, γ, . . . , a1, a2, a3, . . ..

4. Paréntesis: (, ).

5. Relatores: =,∈.

Una cadena de símbolos es la yuxtaposición de símbolos del lenguaje formal. En este
caso, ∀A∃ = α ∈ ∧β es una cadena de símbolos que el lector percibirá que no tiene
sentido. Y con toda razón. Lo que buscamos es construir cadenas de símbolos con cierta

1



0.1. Nociones sobre conjuntos

estructura para poder dotarlas de un significado sin ambigüedades. Así entonces, damos
reglas sintácticas para construir lo que llamaremos fórmulas, primero en noción y luego
dando reglas de formación explícitas..

Una fórmula del lenguaje TC es una cadena finita de símbolos (finita en su sentido
común: que termina) de forma que “tenga sentido”, lo cual se puede lograr de varias
formas1. Nos decantaremos por evitar esta notación y en su lugar utilizar los paréntesis
para remover ambigüedades. Primero, queremos expresar declaraciones conjuntistas
mediante la lógica. Por esto es necesario que dentro de nuestro lenguaje esté contenido
el lenguaje de la lógica de primer orden. Esto es, que si cadenas de símbolos del lenguaje
TC, φ y ψ, son fórmulas, entonces estas suplen el lugar de las variables proposicionales
¬φ, φ ψ, φ ∧ ψ, φ ∨ ψ y φ ψ, haciendo de estas nuevas proposiciones, fórmulas
del lenguaje TC. En cuanto a los cuantificadores, las fórmulas toman el lugar de las
proposiciones para formar predicados como ∀x(φ) o ∃y(ψ) donde x y y son variables.

Ahora, las reglas de formación explícitas son:

RF1. Para cualesquiera variables x y y, x ∈ y es una fórmula.

RF2. Para cualesquiera variables x y y, x = y es una fórmula.

RF3. Para cualquier fórmula φ, ¬φ es una fórmula.

RF4. Para cualesquiera fórmulas φ y ψ, φ ψ es una fórmula.

RF5. Para cualesquiera fórmulas φ y ψ, φ ∧ ψ es una fórmula.

RF6. Para cualesquiera fórmulas φ y ψ, φ ∨ ψ es una fórmula.

RF7. Para cualquier fórmula φ y cualquier variable x, ∀x(φ) es una fórmula.

RF8. Para cualquier fórmula φ y cualquier variable x, ∃x(φ) es una fórmula.

RF9. Estas son las únicas maneras de construir fórmulas.

Estas reglas de formación nos permiten saber si una cadena es una fórmula del lenguaje
TC mediante la examinación parte por parte de la cadena. Por ejemplo

∀x∃z(x ∈ y ¬x = z)

se construye a partir de las cadenas x ∈ y y x = z las cuales son fórmulas por RF1 y RF2.
Entonces ¬x = z es una fórmula por RF3 y x ∈ y ¬x = z es una fórmula por RF4.
Luego ∃z(x ∈ y ¬x = z) es una fórmula por RF8 y entonces ∀x∃z(x ∈ y ¬x = z)
es una fórmula por RF7.

De este modo, otras cadenas como ∀x∧ ∈ z¬ no son fórmulas y esto encajará con el
sentido del que dotaremos a las fórmulas.

Los símbolos lógicos se interpretan de la misma manera que se hace en su propio lenguaje
formal, e.g. “entonces”, “y”, “o” (en su sentido inclusivo), etc. Mientras que los símbolos
del lenguaje TC ∈ y = se interpretan como “estar en” (o simplemente “en”) y “es igual”
o simplemente “igual”, respectivamente. Esto nos permite interpretar predicados más
complejos, como

∃y∀x(¬x ∈ y)
1Para evitar ambigüedad, libros que introducen el lenguaje formal de la lógica proposicional definen

fórmulas mediante el uso de la notación polaca inversa. Por ejemplo, pq (note la estructura f(a, b))
tiene dicha estructura y tiene la interpretación usual, p entonces q. Sin embargo esta notación evita
la ambigüedad de escribir, por ejemplo, p q r, supliéndola por una notación de lectura única

pqr sin la necesidad de paréntesis.

2



0.1. Nociones sobre conjuntos

como “existe y para todo x tal que no x está en y”, que mejor interpretado significa-
ría “existe y para todo x tal que ningún x está en y”. Aquí una distinción recurrente
que llega a causar problemas es que ∀x(φ) no significa que existan elementos x para
los cuales se declare φ. Significa que, sin importar si existen o no existen elementos
x, de ellos se dice φ. Así entonces, una traducción final a la fórmula anterior sería
“existe un y tal que, de existir x, entonces x no está en y”, la cual deja claro este rol
del cuantificador ∀, pero quedará implícita en la mayoría de declaraciones sobre con-
juntos que se hagan. Y, sin abordar demasiado el tema, los cuantificadores trabajan
sobre un universo definido. Esto es, cuando se dice algo sobre las variables x mediante
la fórmula ∀x(φ), esas variables tienen que salir de algún lugar, del universo de traba-
jo. Esto permite, intuitivamente, pensar que cuando escribimos ∀x(φ), nos es posible
determinar un asignamiento de verdad (verdadero o falso) a la fórmula mediante la
interpretación de las variables x en dicho universo2.

Para un tratamiento más riguroso, es necesario cubrir por completo las reglas de trans-
formación. Sin embargo, se evitará esto, en su lugar dejando al lector con la manipu-
lación lógica que ha practicado en el primer semestre o con otros textos. Las reglas de
transformación son reglas que nos dicen cómo pasar sintácticamente de una fórmula
a otra. Estas vienen, usualmente, de la intuición lógica usual, es decir, de manipular
los predicados o proposiciones para obtener otros equivalentes. Por ejemplo, pasar de
¬(∀x(φ)) a ∃x(¬φ) o de ¬(φ ∧ ψ) a (¬φ) ∨ (¬ψ). La cuestión sintáctica y deducti-
va requiere de métodos como el axiomático o el de deducción natural para establecer
formalmente las reglas. Para el lector, de momento, será suficiente con manejar intui-
tivamente estos conceptos, guiándose por la intuición o de algún libro.

Abreviamos ¬x = y por x 6= y, ¬x ∈ y por x 6∈ y, ∀z(z ∈ x z ∈ y) por x ⊆ y
y ¬x ⊆ y por x 6⊆ y. De maneras similares, podemos introducir nuevos símbolos para
representar fórmulas de nuestro lenguaje formal mientras exploramos la teoría.

Ahora, el principal fin de esta sección es dejar claro qué constituye una propiedad en
nuestro lenguaje formal. Para esto, se da la siguiente definición.

Definición: Si φ es una fórmula del lenguaje TC, decimos que x es una variable libre
en φ si x no está afectada por ningún cuantificador. Denotamos que x es libre en φ por
φ(x). Si al menos un cuantificador afecta a x entonces decimos que la variable es ligada
en φ.

Por ejemplo, la fórmula ∃y(x 6= y) tiene variable libre x y variable ligada y. Su inter-
pretación es “existe un y tal que x no es igual a y”, de donde se debe notar que se está
diciendo algo sobre x, o que se está dictando una propiedad de x mientras que se está
utilizando a y para decir algo sobre x. Otro ejemplo, en ∃y∀x(x 6∈ y) no hay variables
libres. En este caso, no estamos predicando algo sobre algún y, estamos afirmando que
existe uno que cumple con x 6∈ y.

Intuitivamente, una fórmula con variable libre x se interpreta como una “propiedad”
de x. Esto nos permite hablar de propiedadades mientras podamos llevarlas al lenguaje
TC. Así, establecemos la siguiente definición.

2Algo que no exploramos aquí es lo que se entiende por verdad de las fórmulas. Para ese tipo de
estudio se requiere introducir la noción de modelo, lo cual se desvía de los propósitos de la sección.
Por esto, se deja al lector con otra noción intuitiva de las fórmulas que son verdaderas y las que no
dependiendo del universo que contiene a sus variables

3



0.1. Nociones sobre conjuntos

Definición: Introduciendo los símbolos {, } y |, si φ es una fórmula del lenguaje TC
con variable libre x, definimos un término clase como la cadena de símbolos de la
forma {x | φ(x)}.

Vale la pena interpretar la definición anterior. Un término clase o simplemente una
clase es un objeto que no es parte del lenguaje TC pero es de utilidad para hablar
sobre la teoría que se construye a traves de él. Las clases se cuantifican sobre conjuntos,
informalmente, son colecciones de conjuntos. Aquí | se interpreta como “tal que” de
modo que la definición nos dice que la clase A es la colección de los conjuntos x tales
que x es libre en φ, o bien, tales que φ(x) (que se interpreta como “aquellos x que
cumplen3 la propiedad φ”).

Si le es posible definir lo que significa “ser un perro rabioso” en el lenguaje TC entonces
le es posible construir la colección de los perros rabiosos a través de los términos clases.
Esto último, en pocas palabras, se refiere a lo que significa “formalizar” un concepto.
En medida de lo posible, la formalización trata de evitar elecciones arbitrarias de pro-
piedades, por ejemplo, “ser pequeño” o “estar gordo” son propiedades subjetivas que
pueden ser formalizadas4 pero que carecen de importancia para la teoría, por ejemplo,
de los números reales.

Podemos describir la clase de todos los conjuntos por V := {x | x = x} (la colección
de todos los x que son iguales a sí mismos, esto es, todos los objetos de la teoría
de conjuntos: los conjuntos) y entonces convenir en que x ∈ V significa que x es un
conjunto, y en general, decir que si x ∈ A entonces φ(x), i.e., x cumple la propiedad
que define al término clase A.

Si se tienen clases A y B se escribe A ∩B por {x | x ∈ A ∧ x ∈ B} y se escribe A ⊆ B
por ∀x(x ∈ A x ∈ B).

A continuación, utilizando el lenguaje que acabamos de definir (de manera poco formal)
se crea una TC-teoría, i.e. una colección de fórmulas del lenguaje TC que se siguen de la
manipulación lógica de fórmulas dadas, que llamamos axiomas. La teoría de conjuntos
ZFE tiene los siguientes axiomas.

A.1 ∃y∀x(¬x ∈ y),

A.2 ∀a∀b∀x(x ∈ a x ∈ b) a = b,

A.3 Para cada término clase A, x ∩A ∈ V,

A.4 ∀a∀b∃y∀x(x ∈ y x = a ∨ x = b),

A.5 ∀a∃y∀z(z ∈ y ∃x ∈ a(z ∈ x)),

A.6 ∀a∃y∀z(z ∈ y z ⊆ a),

A.7 ∀x(∅ 6= x ∃f(f es una función de elección para x)).

Algunos detalles sobre el Axioma 7 se encuentran en el apéndice B. Este es utilizado
de forma implícita en muchas demostraciones en matemáticas.

3Note que un término clase junto con la fórmula de variable libre x es una definición meramente
sintáctica. No exploramos lo que significa, por ejemplo, sustituir un a del universo en la fórmula o qué
significa que φ sea verdadera en x.

4e.g. decimos que x es pequeño si ∃x1∃x2∀y(y ∈ x (y = x1 ∨ y = x2)). Pero estas nociones de
pequeño y grande pueden ser de interés para teorías como la de categorías.

4



0.1. Nociones sobre conjuntos

Algunos axiomas y resultados

Ahora es conveniente interpretar los axiomas para trabajar con ellos de forma más
entendible en el lenguaje natural.

Axioma 1 (de Existencia): Existe un conjunto que no tiene elementos.

Axioma 2 (de Extensión): Si todo elemento de a es un elemento de b entonces a = b.

De estos dos primeros axiomas se puede demostrar que el conjunto que no tiene ele-
mentos es único y por lo tanto podemos denotarlo por ∅.

Axioma 3 (de Especificación/Esquema de Comprensión): Para cualquier propiedad
φ(z) (fórmula del lenguaje TC con variable libre z) y conjunto x, la clase

{z | z ∈ x ∧ φ(z)}

que escribimos como
{z ∈ x | φ(z)}

es un conjunto.

Note que en realidad el axioma Esquema de Comprensión adquiere su nombre por ser
un esquema para crear, a lo más, tantos axiomas como clases.

Axioma 4 (del Par): Para cualesquiera conjuntos a y b existe un conjunto y tal que
x ∈ y si y sólo si x = a o x = b.

Axioma 5 (de Unión): Para cualquier conjunto a existe un conjunto y tal que z ∈ y
si y sólo si existe un x ∈ a tal que z ∈ x.

Axioma 6 (del Conjunto Potencia): Para cualquier conjunto a existe un conjunto y
tal que z ∈ y si y sólo si z ⊆ a.

Los conjuntos determinados por el axioma Esquema de Comprensión, axioma del Par,
el axioma de Unión y el axioma del Conjunto Potencia son únicos. Por esto podemos
denotar sin ambigüedad al conjunto determinado por A.6 por P(a), al conjunto deter-
minado por A.5 por

⋃
a y si a consiste de dos elementos (i.e. ∀z(z ∈ a z = x∨z = y)

con x 6= y), denotando a = {x, y}, entonces escribimos x ∪ y :=
⋃

{x, y}. En general, si
a es el conjunto definido por ∀x(x ∈ a x = x1 ∨· · ·∨x = xn) con x1, . . . , xn distintos
entre sí entonces podemos denotar a través de las clases a = {x1, . . . , xn}.

No se extenderá el estudio de conjuntos en estas notas a los términos clases, así que de
aquí en adelante se denota a los conjuntos con letras mayúsculas o letras caligráficas,
góticas, etc. Para un estudio desde otras teorías o extensiones de la utilizada consultar
[SF96] y [Qui69].

Definición (Par ordenado): Se define el par ordenado de elementos a y b como

(a, b) = {{a}, {a, b}}

Definición (Producto cartesiano): Sean A y B conjuntos cualesquiera. El producto
cartesiano de A y de B es el conjunto A × B consistente de todos aquellos pares
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0.1. Nociones sobre conjuntos

ordenados (a, b) tales que a ∈ A y b ∈ B, esto es,

A×B = {(a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Se puede demostrar que para cualesquiera A y B el conjunto A×B existe y está dado
de la siguiente manera:

A×B = {(a, b) ∈ P(P(A ∪B)) | a ∈ A ∧ b ∈ B}

Definición (Relación (binaria)): Si A y B son conjuntos, se dice que el conjunto R es
una relación (binaria) de A en B si

R ⊆ A×B.

Si R ⊆ A×A diremos simplemente que R es una relación en A. Y denotamos (x, y) ∈ R
como x R y. En caso contrario, escribimos x 6R y

Ejemplo 0.1: i) ∅ y A×B son relaciones en A×B (de A en B).

ii) {(1, 1), (2, 2), (1, 4), (3, 4)} no es una relación en {1, 2, 3} pero sí en {1, 2, 3, 4}.

Definición (Relación de asignación total): Si A y B son conjuntos y R es una relación
de A en B, se dice que R es relación de asignación total si

∀a ∈ A ∃ ba ∈ B tal que (a, ba) ∈ R

Definición (Relación de asignación única): Si A y B son conjuntos y R es una relación
de A en B, se dice que R es relación de asignación única si satisface que

∀a, b, c si (a, b) ∈ R y (a, c) ∈ R entonces b = c.

Definición (Función): Si A y B son conjuntos y R es una relación de A en B, se dice
que R es una función, si R es una relación de asignación total y de asignación única.

Ejemplo 0.2: i) {(1, 3), (2, 5)} no es relación de asignación total de {1, 2, 3} en
{1, 2, 3, 4, 5}. Pero sí desde {1, 2}.

ii) {(1, 1), (1, 2), (2, 1)} no es relación de asignamiento único en {1, 2}. Pero {(1, 2),
(2, 1)} sí lo es.

iii) f : R \ {−2,−3} −→ R con x 7→ 1/(x2 − 5x+ 6) no es función.

iv) g : R \ {2, 3} −→ R con x 7→ 1/(x2 − 5x+ 6) es función.

Definición (Relación reflexiva): Si A es un conjunto y R es una relación en A se dice
que R es reflexiva si ∀a ∈ A (a, a) ∈ R.

Ejemplo 0.3: i) La relación de perpendicularidad ⊥ no es reflexiva.

ii) 6= no es reflexiva.

iii) ‖ depende de la definición.

iv) a ∼ b n | b− a es reflexiva.

Definición (Relación simétrica): Si A es un conjunto y R es una relación en A se dice
que R es simétrica si ∀a, b ∈ A si (a, b) ∈ R entonces (b, a) ∈ R.
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0.1. Nociones sobre conjuntos

Definición (Relación transitiva): Si A es un conjunto y R es una relación en A se dice
que R es transitiva si ∀a, b, c ∈ A si (a, b) ∈ R y (b, c) ∈ R entonces (a, c) ∈ R.

Definición (Relación antisimétrica): Si A es un conjunto y R es una relación en A se
dice que R es antisimétrica si ∀a, b ∈ A si (a, b) ∈ R y (b, a) ∈ R, entonces a = b.

Definición (Relación de orden no estricto): Si A es un conjunto y R es una relación
en A se dice que R es una relación de orden no estricto si satisface que R

i) es una relación reflexiva.

ii) es una relación antisimétrica.

iii) es una relación transitiva.

Para facilitar la escritura se escribe a R b para (a, b) ∈ R.

Definición (Relación de equivalencia): Si A es un conjunto y R es una relación en
A,A 6= ∅, se dice que R es una relación de equivalencia si R

i) es una relación reflexiva.

ii) es una relación simétrica.

iii) es una relación transitiva.

Definición (Clase de equivalencia módulo R): Si A es un conjunto no vacío y R es
una relación de equivalencia en A y a ∈ A, se define la clase de equivalencia del
elemento a módulo R (denotado [ a ]R) como

[ a ]R = {x ∈ A | a R x}.

Proposición 0.1 (Representación múltiple de una clase): Si A es un conjunto no
vacío, R es una relación de equivalencia en A, a, b ∈ A y a R b, entonces [ a ]R = [ b ]R.

Demostración. ⊆ [ a ]R ⊆ [ b ]R. Suponga que a R b, por simetría b R a, además si
x ∈ [ a ]R entonces a R x, luego por transitividad b R x. Así x ∈ [ b ]R

⊇ [ b ]R ⊆ [ a ]R se demuestra de fórma análoga. Q.E.D.

Proposición 0.2 (Clases disjuntas): Si A es un conjunto no vacío, R una relación de
equivalencia en A, a, b ∈ A y a 6R b, entonces [ a ]R ∩ [ b ]R = ∅.

Demostración. Procedemos por contrapositiva.
Suponga que [ a ]R ∩ [ b ]R 6= ∅, así ∃x0 ∈ [ a ]R, x0 ∈ [ b ]R, así a R x0 y b R x0, en
particular por simetría x0 R b, luego por transitividad a R b. Por lo anterior se tiene lo
deseado. Q.E.D.

Definición (Partición y probable partición): Si A es un conjunto no vacío y {Aα}α∈Ω
una familia no vacía de subconjuntos de A, se dice que la colección {Aα}α∈Ω es una
posible partición de A si se satisface:

i)
⋃
α∈Ω

Aα = A.
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ii) Si α, β ∈ Ω con α 6= β, entonces Aα ∩Aβ = ∅

iii) Si además se satisface, ∀α ∈ Ω, Aα 6= ∅, entonces se dice que {Aα}α∈Ω es una
partición.

Proposición 0.3 (Particiones de conjuntos inducen relaciones de equivalencia): Si A
es un conjunto no vacío y {Aα}α∈Ω una familia de conjuntos la cual es una partición
de A, entonces la siguiente relación es una relación de equivalencia.

x ∼Ω y ∃a ∈ Ω tal que x, y ∈ Aα

Demostración. Reflexiva Como {Aα}α∈Ω es una partición deA, en particular
⋃
α∈Ω Aα,

así, ∀a ∈ A existe αa ∈ Ω tal que a ∈ Aαa , en particular a ∈ Aαa ∧a ∈ Aαa . Así a ∼Ω a.

Simétrica Suponga que x ∼Ω y, entonces existe αxy ∈ Ω tal que x, y ∈ Aαxy
, así

y, x ∈ Aαxy
, luego y ∼Ω x.

Transitiva Suponga que x ∼Ω y ∧ y ∼Ω z, entonces existen αxy, αyz ∈ Ω tales que
x, y ∈ Aαxy

y y, z ∈ Aαyz
, en particular y ∈ Aαxy, y ∈ Aαyz

.

Como {Aα}α∈Ω es partición, entonces Aαxy
= Aαyz, así x, y, z ∈ Aαxy en particular

x, z ∈ Aαxy , así x ∼Ω z. Q.E.D.

Definiciones y resultados específicos para nuestro estudio

Definición (Elementos comparables bajo un orden parcial): Sea A un conjunto y ≤
un orden parcial en A. Se dice que a, b ∈ A son comparables bajo ≤ si a ≤ b o b ≤ a.

Definición (Cadena): Sea A un conjunto y ≤ un orden en A. Se dice que C es una
cadena en A si para cualesquiera a, b ∈ A los elementos en C son comparables.

Definición (Orden total): Si (A,≤) es un conjunto parcialmente ordenado, se dice
orden total si ∀a, b ∈ A a y b son comparables.

Observación: Una cadena es un orden total.

Definición (Elemento máximo de un subconjunto de un conjunto parcialmente orde-
nado): Sea (A,≤) un conjunto parcialmente ordenado, B ⊆ A y b ∈ A, M ∈ B se dice
elemento máximo del conjunto B en el orden parcial ≤ si para todo d ∈ B, d ≤ M .

Definición (Supremo): Si (A,≤) es un conjunto parcialmente ordenado, S se dice
supremo de B ⊆ A en el conjunto parcialmente ordenado (A,≤) si S es el mínimo del
conjunto de cotas superiores.

Definición (Elemento maximal de un subconjunto de un conjunto parcialmente or-
denado): Sea (A,≤) es un conjunto parcialmente ordenado y B ⊆ A. M ′ ∈ B se dice
elemento maximal de B en el orden parcial ≤ si no existe d ∈ B tal que M ′ ≤ d,
M ′ 6= d.
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0.2. Algunas estructuras algebraicas.

Definición (Conjuntos equipotentes): Si A y B son conjuntos, se dice que A y B son
equipotentes o que tienen la misma cardinalidad (denotando A ∼ B o card(A) =
card(B)) si existe ϕ : A −→ B

a 7→ϕ(b)
tal que ϕ es biyectiva.

Ejemplo 0.4: N ∼ Z. En efecto, la función

ϕ :N −→ Z

n 7→

 n, si n = 0
−n+1

2 , si n es impar
n
2 , si n es par

es una función biyectiva.
Proposición 0.4: La equipotencia en la clase de todos los conjuntos es una relación
de equivalencia de clases (definiendo un análogo para estas).

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Lema 0.1 (Lema de Zorn): Sea A es un conjunto no vacío parcialmente ordenado
por ≤. Para toda cadena C en A, si C está acotada superiormente entonces A tiene
elementos maximales.

Demostración. [Her17]. Q.E.D.

Teorema 0.1 (Cantor-Bernstein): Sean A y B conjuntos. Si existen ϕ1 : A −→ B
a7→ϕ1(a)

función inyectiva y ϕ2 : B −→ A
b7→ϕ2(b)

función inyectiva, entonces A ∼ B.

Demostración. [Her17]. Q.E.D.

Teorema 0.2 (Buen orden): Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Demostración. [Her17]. Q.E.D.

Definición (Conjunto ordenado por un conjunto de índices bien ordenado): Si A y Ω
son conjuntos, ϕ : Ω −→ A

α7→ϕ(α)=αk

y ≤ω un buen orden en Ω, se dice que el conjunto A está

ordenado bajo el orden inducido por ≤ω si el conjunto se ordena bajo ϕ(Ω), es
decir {ϕ(α)}α∈(Ω,≤ω) es un conjunto bien ordenado.

§ Algunas estructuras algebraicas.

Definición (Operación binaria): Una operación binaria ∗ en un conjunto no vacío S
es una función ∗ :S × S −→ S

(s, t) 7→ ∗((s, t))
(y denotamos ∗((s, t)) como s ∗ t).

La operación se dice que es asociativa si (s ∗ t) ∗ r = s ∗ (t ∗ r) ∀s, t, r ∈ S.

La operación se dice que es conmutativa si s ∗ t = t ∗ s ∀s, t ∈ S.

Un elemento e en S es llamado una identidad de ∗ si s ∗ e = e ∗ s = s ∀s ∈ S.
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0.2. Algunas estructuras algebraicas.

Si ∗ tiene un elemento identidad e, y s ∈ S, entonces l ∈ S se dice un inverso
para s si s ∗ l = l ∗ s = e.

Definición (Grupo): Una estructura (G, ∗) se dice grupo si satisface

i) G es un conjunto no vacío.

ii) ∗ :G×G −→ G
(g, h) 7→ ∗((g, h)) := g ∗ h

es una operación binaria la cual satisface

a) Asociatividad. ∀a, b, c ∈ G (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

b) Identidad. Existe un elemento identidad e ∈ G, esto es,

∀a ∈ G e ∗ a = a ∗ e = a.

c) Inversos. Para cada a ∈ G existe un elemento inverso a−1 ∈ G, esto es, un
elemento a−1 ∈ G tal que

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Si además cumple

d) Conmutatividad. ∀a, b ∈ G a ∗ b = b ∗ a.

Se dice grupo abeliano.

Definición (Anillo): Una estructura (R,+, ·) se dice anillo si satisface

i) (R,+) es un grupo abeliano.

ii) · :R×R −→ R
(a, b) 7→ ·((a, b)) := a · b

es una operación binaria asociativa.

iii) + y · satisfacen las propiedades distributivas, es decir

a) a · (b+ c) = a · b+ a · c ∀a, b, c ∈ R.

b) (a+ b) · c = a · c+ b · c ∀a, b, c ∈ R.

El anillo se dice conmutativo si ∀a, b ∈ R a · b = b · a.

Se dice anillo con identidad si existe un 1R ∈ R tal que ∀a ∈ R 1R · a =
a · 1R = a.

Se dice anillo conmutativo con identidad si R es un anillo conmutativo y
es un anillo con identidad.

El anillo se dice dominio entero si es anillo conmutativo con identidad y
satisface la propiedad

∀a, b ∈ R si a · b = 0R entonces a = 0R o b = 0R.

El anillo se dice campo si, además de ser anillo conmutativo con identidad,
satisface

∀a ∈ R \ {0R} existe un a−1 ∈ R tal que a · a−1 = a−1 · a = 1R.

Definición (Subanillo): Si R es un anillo, un conjunto S se dice subanillo de R si
S ⊆ R y S es un anillo.
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Los subanillos S ⊆ R (S,+S , ·S) tienen como operaciones las respectivas restricciones
de las operaciones del anillo (R,+, ·) a S.

Definición (Grupo de unidades): Si A es una estructura algebraica, a

UR = {u ∈ A | u tiene inverso }

se le llama grupo de unidades de A.

Definición (Ideal): Si R es un anillo, un conjunto I se dice ideal si I es un subanillo
de R tal que ∀a ∈ R y ∀i ∈ I, a · i ∈ I y i · a ∈ I.

La siguiente es la generalización de la estructura espacio vectorial.

Definición (Módulo izquierdo): Sea R un anillo. Una estructura (M,+M , ·M , R) se
dice módulo izquierdo si satisface

i) (M,+M ) es un grupo abeliano.

ii) ·M :R×M −→ M
(a,m) 7→ ·M ((a,m)) := a ·M m

es una función que satisface

a) ∀a, b ∈ R y ∀m ∈ M (a · b) ·M m = a ·M (b ·M m).

b) ∀a, b ∈ R y ∀m ∈ M (a+ b) ·M m = a ·M m+M b ·M m.

c) ∀a ∈ R y ∀m,n ∈ M a ·M (m+M n) = a ·M m+M a ·M n.

d) ∀m ∈ M existe un 1M ∈ R tal que 1M ·M m = m.

También se puede definir el módulo derecho, la razón por la que se enuncia la defi-
nición de módulo izquierdo es porque usualmente se conviene realizar la operación ·M
desde la izquierda.

§ Ejercicios

1. Demostrar que los conjuntos determinados por A.1, A.3, A.4, A.5 y A.6 son únicos.

2. Demostrar la Proposición 0.4.

3. Encontrar todas las relaciones en {1, 2, 3} y determinar de qué tipo son.

4. Determine cuáles de las siguientes son relaciones de equivalencia:

a) ∈X := {(x, y) ∈ X ×X | x ∈ y} donde X = {∅, {∅}, {{∅}}}.

b) {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 3)} en {1, 2, 3}.

c) < en R.

d) 6= en R.

5. ¿Existe algún conjunto X donde ∈X sea una relación de equivalencia? Para esto
considere los casos i) afirmamos el axioma de fundación:

A.8) A 6= ∅ ∃x ∈ A∀y ∈ A(y 6∈ x)

y ii) cuando lo negamos.
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6. Demostrar que el conjunto Pg = {y ∈ F | d2

dx2 y(x) + a1
d
dxy(x) + a0y(x) = 0} con

la operación usual de + forma un grupo abeliano.

7. Demostrar que el conjunto FI = {f ∈ F | f es integrable en [a, b]} junto con la
operación usual de + forma un grupo abeliano.

8. a) Utilizar el teorema fundamental de la aritmética para encontrar una inyección
de Q+ a N.

b) Demostrar que N ∼ Q

9. Denótese la clase Lprop
/

≡ a la clase de todas las fórmulas del lenguaje formal
de la lógica proposicional reducida bajo la relación de equivalencia de fórmulas.
Defínase φ⊕ψ ≡ ¬(φ ψ) y denótese una tautología por > y una contradicción
por ⊥.

Demuestre que (Lprop
/

≡,⊕,∧) es un anillo.

10. Demuestre que V no es un conjunto.

11. Demuestre que
⋂
∅ = V.

12. Si y 6= ∅ es un conjunto, demuestre que la clase {x | x ∼ y} no es un conjunto.

13. Demuestre que la clase {x | x es función} no es un conjunto.
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1
Sistemas de ecuaciones

lineales

§ Sistemas de ecuaciones lineales

Nos quedamos con la idea intuitiva de incógnita, y denotamos por

ECRx1,...,xn

a la colección de ecuaciones lineales con coeficientes en el anillo R y con incógnitas
ordenadas (x1, . . . , xn).

Las expresiones de las incógnitas tienen potencia 1 y no se multiplican entre sí.

Siendo el caso de que los coeficientes estén en un campo F , entonces escribimos ECFx1,...,xn

y se hacen las sustituciones adecuadas en las definiciones.

Se identifica la colección de ecuaciones lineales con coeficientes en el anillo R y con
incógnitas ordenadas (x1, . . . , xn) como

Rn ×R.

Convenimos en escribir la operación · de un anillo R de manera que para a, b ∈ R
a · b = ab. Luego, una ecuación en el anillo R de la forma a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b
se representa como ((a1, a2, . . . , an), b)

Definición (Sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas): Un sistema A de m
ecuaciones lineales con n incógnitas ordenadas (x1, . . . , xn) con coeficientes en un anillo
R es una función

A : [[1,m]] −→ ECRx1,...,xn

i 7→ ai1x1 + · · · + ainxn = yi

denotado por

A =


a11x1 + · · · + a1nxn = y1

...
am1x1 + · · · + amnxn = ym
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Definición (Solución de un sistema de ecuaciones lineales): Sea A un sistema de m
ecuaciones lineales con n incógnitas ordenadas (x1, . . . , xn) con coeficientes un anillo R,
se dice que SA ⊆ Rn es una solución del sistema A si

∀(α1, . . . , αn) ∈ SA

a11α1 + · · · + a1nαn = y1
a21α1 + · · · + a2nαn = y2

...
am1α1 + · · · + amnαn = ym

es decir, SA = {(α1, . . . , αn) ∈ Rn | (α1, . . . , αn) satisface cada ecuación de A}

Definición (Sistema de ecuaciones lineales homogéneo): Si A es un sistema de m
ecuaciones lineales con n incógnitas ordenadas x1, . . . , xn con coeficientes en un anillo
R

A =


a11x1 + · · · + a1nxn = y1

...
am1x1 + · · · + amnxn = ym

se dice homogéneo si ∀i ∈ [[1,m]] yi = 0.

Si A es un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas ordenadas x1, . . . , xn con
coeficientes en un anillo R. Denotamos por

ECRx1,...,xnA
a A([[1,m]])

Lema 1.1: Sea A un sistema de ecuaciones lineales con n-incógnitas ordenadas (x1, . . .,
xn) con coeficientes en un anillo R, entonces

SA =
m⋂
i=1

SA(i)

donde SA(i) denota la solución de la i-ésima ecuación de A.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Lema 1.2: Si A y B son dos sistemas de ecuaciones lineales con n-incógnitas ordenadas
(x1, . . . , xn); mA el número de ecuaciones del sistema A; mB el número de ecuaciones
del sistema B, con coeficientes en un anillo R tales que ECRx1,...,xnA

⊆ ECRx1,...,xnB
,

entonces
SB ⊆ SA

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.
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1.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Proposición 1.1: Si A y B son dos sistemas de ecuaciones lineales con n-incógnitas
ordendas (x1, . . . , xn); mA el número de ecuaciones del sistema A; mB el número de
ecuaciones del sistema B, con coeficientes en un anillo R tales que ECRx1,...,xnA

=
ECRx1,...,xnB

, entonces
SB = SA

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Definición (Combinación lineal de ecuaciones lineales): Sea A un sistema de m ecua-
ciones lineales con n-incógnitas ordendas (x1, . . . , xn) con coeficientes en un anillo R,
se dice que la ecuación d1x1 + . . .+ dnxn = y es combinación lineal de las ecuaciones
del sistema:

A =


a11x1 + · · · + a1nxn = y1

...
am1x1 + · · · + amnxn = ym

si existen c1, . . . , cn ∈ R tales que

di =
m∑
j=1

cjaji y y =
m∑
j=1

cjyj

Lema 1.3: Sean A,Ai↔j sistemas de m ecuaciones lineales de n-incógnitas ordenadas
(x1, . . . , xn) en un anillo R tales que A(i) = Ai↔j(j) y A(j) = Ai↔j(i) y A(k) =
Ai↔j(k) ∀k ∈ [[1,m]] \ {i, j}, entonces

SA = SAi↔j

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Definición: (Operaciones de ecuaciones lineales) Sea R un anillo. Entonces definimos
lo siguiente:

+ : ECRx1,...,xn
× ECRx1,...,xn

−→ ECRx1,...,xn

(ai1x1+. . .+ainxn = yi, bj1x1+. . .+bjnxn = yj) 7→ ((ai1+bj1)x1+. . .+(ain+bjn)xn = yi+yj)

· : R× ECRx1,...,xn
−→ ECRx1,...,xn

(c, ai1x1 + . . .+ ainxn = yj) 7→ cai1x1 + . . .+ cainxn = cyi

Entendiéndose que la operación aditiva en la asignación es parte del anillo (R,+, ·).

Se entenderá desde ahora al mencionar un sistema de m ecuaciones lineales con n-
incógnitas que esté tiene incógnitas ordenadas (dígase (x1, . . . , xn)) y tiene coeficientes
en un anillo R o un campo F .
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1.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Proposición 1.2: Sean A,Ai→c·i sistemas de ecuaciones lineales con n-incógnitas tales
que

∀j ∈ [[1,m]] \ {i} A(j) = Ai→c·i(j) y c ·A(i) = Ai→c·i(i), c ∈ UR
entonces SA = SAi→c·i

Basta demostrar que SA(i) = SAi→c·i , en efecto.

Demostración. ⊆ Suponga que la n-ada (d1, . . . , dn) ∈ Rn sea solución de A(i). Es
decir,

n∑
j=1

aijdj = yi, luego c ·
n∑
j=1

aijdj = c · yi

∴ (d1, . . . , dn) ∈ SAi→c·i(i)

luego, SA(i) ⊆ SAi→c·i(i)

⊇ Suponga que la n-ada (d1, . . . , dn) ∈ SAi→c·i(i), entonces

c ·
n∑
j=1

aijdj = c · yi

como c ∈ UR, entonces c−1c ·
n∑
j=1

aijdj = c−1c · yi, así

n∑
j=1

aijdj = yi es decir (d1, . . . , dn) ∈ SA(i)

luego SAi→c·i(i) ⊆ SA(i)

De la doble contención, SA(i) = SAi→c·i(i) Q.E.D.

Proposición 1.3: Sean A, Ai→i+c·j(i) sistemas de ecuaciones lineales con n-incógnitas
tales que:

∀j ∈ [[1,m]] \ {i} A(j) = Ai→i+c·j(j) y A(i) + c ·A(j) = Ai→i+c·j(i), c ∈ UR

entonces SA = SAi→i+c·j

Basta demostrar que SA(i) ∩ SA(j) = SAi→i+c·j(i) ∩ SAi→i+c·j(j)

Demostración. ⊆ Suponga que (d1, . . . , dn) ∈ SA(i) ∩ SA(j).
n∑
k=1

aikdk = yi, c

n∑
k=1

ajkdk = cyj , en particular

n∑
k=1

(aik + cajk)dk = yi + yj

entonces (d1, . . . , dn) ∈ SAi→i+c·j(i) ∩ SAi→i+c·j(j).

La demostración de ⊇ se queda como ejercicio. Q.E.D.
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1.2. Matrices

Definición (Sistemas equivalentes): Dos sistemas A,B de ecuaciones lineales con n-
incógnitas se dicen sistemas equivalentes (A ≡ B) si cada ecuación del sistema A es
combinación lineal de las ecuaciones del sistema B y cada ecuación del sistema B es
combinación lineal de las ecuaciones del sistema A.

Lema 1.4: Si A es un sistema de ecuaciones lineales con n-incógnitas y Cla una
combinación lineal de las ecuaciones del sistema A. Entonces SA ⊆ SClA

Demostración. Considere

A =


a11x1 + · · · + a1nxn = y1

...
am1x1 + · · · + amnxn = ym

Sea
m∑
k=1

(dk[ak1x1 + · · · + aknxn]) =
m∑
k=1

dkyk una combinación lineal de las ecuaciones

del sistema A. Si (α1, . . . , αn) ∈ SA, entonces ∀i ∈ [[1,m]] (α1, . . . , αn) ∈
m⋂
l=1

SA(i), luego

en particular ∀i ∈ [[1,m]] (α1, . . . , αn) ∈ SA(i). En particular (α1, . . . , αn) ∈ Sc·A(i)
∀i ∈ [[1,m]], así (α1, . . . , αn) es solución para ClA. ¨Por tanto SA ⊆ SClA . Q.E.D.

Teorema 1.1: Si A y B son sistemas de ecuaciones lineales con n-incógnitas y coefi-
cientes en el anillo conmutativo con identidad R, tales que A ≡ B, entonces

SA = SB

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

§ Matrices

Definición (Matriz): Sea R un anillo. Una matriz es una función

A : [[1,m]] × [[1, n]] −→ R
(i, j) 7→ A((i, j)) := aij

y denotamos

A =

 a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn


Definición (Orden de una matriz): Decimos que el orden de una matriz es el número
de filas por el número de columnas, esto es:

m× n

Bajo esta definición, una matriz de orden m × n es de distinto orden a una matriz
n × m. Denotamos el conjunto de matrices de m filas con n columnas con coeficientes
en el anillo R como

Mm×n (R) = {A ∈ U | A es una matriz de orden m× n}.

Si la matriz es de orden n× n, escribimos entonces Mn(R).
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1.2. Matrices

Definición (Operaciones con matrices): Definimos lo siguiente:

+ : Mm×n (R) × Mm×n (R) −→ Mm×n (R)

(A((i, j)), B((i, j))) 7→ C((i, j)) := cij = aij + bij ∀(i, j) ∈ [[1,m]] × [[1, n]]

·R : R× Mm×n (R) −→ Mm×n (R)
(α,A((i, j))) 7→ αA((i, j)) := α ·R (aij) = α ·R aij ∀(i, j) ∈ [[1,m]] × [[1, n]]

· : Mm×l (R) × Ml×n (R) −→ Mm×n (R)

((A,B)) 7→ ·((A,B)) := C, cij =
l∑

k=1

aikbkj

Definición (Matriz aumentada): Si A ∈ Mm×n (R), se dice que B es la matriz

aumentada de A con vector resultado

 y1
...
ym

 si

B ∈ Mm×n+1 (R) tal que ∀(i, j) ∈ [[1,m]] × [[1, n]]

A((i, j)) = B((i, j)).

A cada sistema de m ecuaciones lineales con n-incógnitas

A =


a11x1 + · · · + a1nxn = y1

...
am1x1 + · · · + amnxn = ym

Se le asigna la matriz aumentada

A =

 a11 · · · a1n y1
... . . . ...

...
am1 · · · amn ym



Operaciones elementales

Definición: Una operación elemental de matrices de orden m× n con coeficientes en
el anillo R es una función

e : Mm×n (R) −→ Mm×n (R)
A 7→ e(A)

donde e(A) es la representación de un sistema de equivalente al sistema AEC que es
representado por la matriz A el cual proviene de una operación elemental de sistemas.

Sea A ∈ Mm×n (R) y sea AEC el sistema que representa. Entonces el sistema
AECi↔j lo representa la matriz e1(A) donde se intercambian los renglones i y j
de la matriz A.
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1.2. Matrices

Sea A ∈ Mm×n (R) y sea AEC el sistema que representa. Entonces el sistema
AECi→c·i lo representa la matriz e2(A) donde la fila i se cambia por la fila que
resulta de operar c · aij ∀j ∈ [[1, n]], c ∈ R.

Sea A ∈ Mm×n (R) y sea AEC el sistema que representa. Entonces el sistema
AECi→i+c·j lo representa la matriz e3(A) donde la fila i se cambia por la fila que
resulta de operar aik + c · ajk ∀k ∈ [[1, n]], c ∈ R.

Observación: Los sistemas homogéneos son invariantes bajo operaciones elementales.

Ejemplo 1.1: Lugar de trabajo: R.

Si AEC =
{

3x + y = 7
2x − y = 8

luego A =
[
3 1 7
2 −1 8

]
, entonces e1(A) =

[
2 −1 8
3 1 7

]

Si AEC2→c·2 =
{

3x + ťy = 7
2cx − cy = 8c

entonces e2(A) =
[

3 1 7
2c −c 8c

]

Si AEC1→1+c·2 =
{

(3 + 2c)x + (1 − c)y = 7 + 8c
2x − y = 8

entonces, e3(A) =
[
3 + 2c 1 − c 7 + 8c

2 −1 8

]
Desde ahora nos referiremos a las operaciones elementales e1, e2, e3 con el respectivo
cambio en el subíndice para facilitar la lectura. Entonces si el sistema de ecuaciones
lineales AEC es representado por la matriz A, a AECi↔j se le representa con la matriz
ei↔j(A)

Sea ei↔j la operación elemental de matrices de orden m × n con coeficientes en R,
entonces su operación inversa es la misma operación elemental.

Sea ei→c·i la operación elemental de matrices de orden m × n con coeficientes en R y
c ∈ R, si c ∈ UR entonces su operación inversa es la matriz elemental ei→c−1·i.

Sea ei→i+c·j la operación elemental de matrices de orden m× n con coeficientes en R,
entonces su operación inversa es la operación elemental ei→i+(−c)·j .

Observación: Si c ∈ UR entonces −c ∈ UR
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1.2. Matrices

Matrices equivalentes por filas

Definición (Matrices equivalentes por filas): Si A ∈ Mm×n (R), se dice que A es equi-
valente por filas a B ∈ Mm×n (R) si existe una secuencia finita e1, . . . , el de operaciones
elementales por fila tal que el ◦ · · · ◦ e1(A) = B.

Observación: Si c ∈ UR entonces −c ∈ UR

Proposición 1.4: La equivalencia de matrices en Mm×n (R) es una relación de equi-
valencia.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Las matrices equivalentes tienen el mismo orden, pero lo sistemas equivalentes no ne-
cesariamente tienen el mismo orden.
Ejemplo 1.2: Lugar de trabajo: R.

Si A =
{
x + y = 2
x − y = 0 y B =

2x + 2y = 4
5x − 5y = 0
7x − 3y = 4

, A ≡ B, entonces tomamos

máx{[[1,mA]], [[1,mB ]]} y construimos el sistema A∗ =

 x + y = 2
x − y = 0
0x + 0y = 0

y entonces manejamos las matrices representativas de A∗ y B.

Definición (Matriz escalón reducida por filas): Sea R un anillo, A ∈ Mm×n (R) se
dice que A es una matriz escalón reducida por filas si satisface

A es la matriz 0m×n(R).

Si A no es la matriz 0m×n(R) y satisface:

i) El primer elemento no nulo de cada fila no nula es igual a 1R.

ii) Cada columna de A que tiene el primer elemento no nulo de alguna fila tiene
todos sus otros elementos en 0R.

iii) a) Toda fila de A que tiene todos sus coeficientes cero está por debajo de
toda fila que tenga algún coeficiente no nulo.

b) Si las filas 1, . . . , r son las filas no nulas de A y si el primer elemento no
nulo de la fila i está en la columna ki, entonces k1 < · · · < kr.

Teorema 1.2: Toda matriz A ∈ Mm×n (R) es equivalente por filas a una matriz es-
calón reducida por filas.

La demostración de este teorema será ”platicada” ya que no es viable demostrar el
teorema de una manera más formal. Entonces usaremos el razonamiento inductivo.

Demostración. Si A = 0m×n(R) entonces A es escalón reducida. Luego A es equivalente
por filas a A.
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1.2. Matrices

i) Si A tiene filas nulas, al hacer cambios adecuados se pueden llevar, bajo operaciones
elementales por fila, a ocupar las últimas filas. Así A es equivalente por filas a esta
matriz resultante ARed.

ii) Por medio de una cantidad finita de operaciones elementales por fila se puede
colocar el primer elemento no nulo de cada fila de ARed en un orden adecuado. Así,
esta matriz ARed2 es equivalente por filas a ARed, luego a A.

iii) En el caso de que se pueda realizar la multiplicación por inversos multiplicativos
(haciendo un análisis detallado en anillos) se multiplica el primer elemento no nulo
de la primera fila de la matriz por su inverso multiplicativo, después, los elementos
de la columna donde está ese elemento se hacen cero. Esto se hace con cada elemento
no nulo de cada fila siempre y cuando se pueda multiplicar por el inverso. Q.E.D.

Ejemplo 1.3: Lugar de trabajo: R.

A =
[
2 3 8
4 5 6

]
R2 → R2 − 2R1

R2 · (−1)

[
2 3 8
0 1 10

]
R1 → R1 −R2

R1 · 1
2

[
1 0 −1
0 1 10

]
Ejemplo 1.4: Lugar de trabajo: (P(X), ,∩), X = {1, 2, 3}.

A =
{

{1, 2} ∩ α {X} ∩ β = {1}
∅ ∩ α {2, 3} ∩ β = {2} .

Construimos el sistema A∗ =
{

X ∩ α {1, 2} ∩ β = {1}
{2, 3} ∩ α ∅ ∩ β = {2} .luego

A =
[
X {1, 2} {1}

{2, 3} ∅ {2}

]
R2 → R2 {2, 3} ∩R1

[
X {1, 2} {1}
∅ {2} {2}

]

En este caso, no podemos llevar la matriz a su forma escalón reducida por filas debido
al anillo sobre el que trabajamos. Si se busca encontrar la solución del sistema, habría
que encontrar la intersección de las soluciones de cada ecuación.
Ejemplo 1.5: Lugar de trabajo: Z[x].

A =
{

(x2 − 1)A + (x2 + x− 1)B = x
(x)A + (x+ 1)B = 1 .

Construimos la matriz A =
[
x2 − 1 x2 + x− 1 x
x x+ 1 1

]
R1 → (−1) ·R1

[
1 − x2 1 − x− x2 −x
x x+ 1 1

]
R2 → R2 + x ·R1

[
1 1 0
x x+ 1 2

]
R2 → R2 − x ·R1

[
1 1 0
0 1 2

]
R1 → R1 −R2

[
1 0 −1
0 1 2

]
.

Realizando las operaciones elementales adecuadas obtenemos la matriz escalón reducida
por filas que representa un sistema equivalente al original. Este último sistema llega a
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1.2. Matrices

mostrar las soluciones del sistema o nos da un sistema más simple para aplicar la
intersección de soluciones.
Ejemplo 1.6: Lugar de trabajo: R.

A =
{
x + y = 4
2x + 2y = 7 −→

[
1 1 4
2 2 7

]
R2 → R2 −R1

[
1 1 4
0 0 −1

]
luego, SA =

∅

B =
{
x + y = 4
2x + 2y = 8 −→

[
1 1 4
2 2 8

]
R2 → R2 −R1

[
1 1 4
0 0 0

]

luego, SB = {(x, 4 − x) ∈ R2 | x ∈ R}

C =
{
x + y = 2
x − y = 0 −→

[
1 1 2
1 −1 0

]
R2 → R2 −R1

[
1 1 2
0 −2 −2

]
R2 → (− 1

2 ) ·R2

[
1 1 2
0 1 1

]
R1 → R1 −R2

[
1 0 1
0 1 1

]
luego, SC = {(1, 1)}

En el siguiente ejemplo se ilustra la importancia de analizar las propiedades del anillo
sobre el que trabajamos.
Ejemplo 1.7 (Operaciones en Z

/
∼n): Lugar de trabajo: Z

/
∼6.

A =
{

[ 0 ]6x + [ 0 ]6y = [ 3 ]6 Note que SA = ∅. Si ahora construimos B = Ai→2·1,
entonces B =

{
[ 0 ]6 + [ 0 ]6 = [ 0 ]6 entonces SB = Z

/
∼6 × Z

/
∼6.

Ejemplo 1.8 (Otra forma de obtener la solución de un sistema de ecuaciones lineales):
Lugar de trabajo: Z

/
∼6.

A′ =
{

[ 3 ]6x + [ 2 ]6y = [ 2 ]6
[ 2 ]6x + [ 4 ]6y = [ 0 ]6

−→
[
[ 3 ]6 [ 2 ]6 [ 2 ]6
[ 2 ]6 [ 4 ]6 [ 0 ]6

]
∼⊆ R2 → [ 3 ]6 ·R2

[
[ 3 ]6 [ 2 ]6 [ 2 ]6
[ 0 ]6 [ 0 ]6 [ 0 ]6

]
R1 → [ 2 ]6 ·R1

[
[ 0 ]6 [ 4 ]6 [ 4 ]6
[ 0 ]6 [ 0 ]6 [ 0 ]6

]

Luego, SA′ ⊆ Z
/

∼6 × S[ 0 ]6x+[ 4 ]6y=[ 4 ]6 . Ahora resolvemos

[ 0 ]6 + [ 4 ]6 = [ 4 ]6

[ 4 ]6y − [ 4 ]6 = [ 0 ]6

[ 4 ]6(y − [ 1 ]6) = [ 0 ]6

Así, y ∈ {[ 1 ]6, [ 4 ]6}. Luego SA′ ⊆ Z
/

∼6 × {[ 1 ]6, [ 4 ]6}. Si ahora evaluamos las ecua-
ciones del sistema en un elemento de Z

/
∼6 × {[ 1 ]6, [ 4 ]6} si algún elemento satisface
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1.2. Matrices

las ecuaciones de A′, entonces está en SA′ . Así, encontramos que

SA′ = {([ 4 ]6, [ 1 ]6), ([ 4 ]6, [ 4 ]6)}.

Ejemplo 1.9: Lugar de trabajo: 2Z.

A =
{

2A + 4B = 16
12A + 26B = 100 −→

[
2 4 16
12 26 100

]
R2 → R2 − 6R1

[
2 4 16
0 2 4

]
R1 → R1 − 2R2

[
2 0 8
0 2 4

]

Resolvemos ahora:

a) 2A+ 0B = 8

b) 0A+ 2B = 4

2A− 8 = 0

2(A− 4) = 0

Como Z es un dominio entero, entonces los subanillos de Z son un dominio entero.
Como 2 6= 0

A− 4 = 0

A = 4

Similarmente, para b), obtenemos B = 2. Luego SA = {(4, 2)}

Matrices elementales y matrices inversas

Definición (Matriz elemental): Una matriz A ∈ Mm×n (R) se dice matriz elemen-
tal si se puede obtener a partir de la matriz identidad en Mm(R) a través de sólo una
operación elemental por fila.

Ejemplo 1.10: Podemos obtener matrices elementales para un Ejemplo anterior apli-
cando las operaciones elementales por fila a la matriz identidad en Mm(R). Entonces

I
M2(Z

/
∼6)

=
[
[ 1 ]6 [ 0 ]6
[ 0 ]6 [ 1 ]6

]
R2 → [ 3 ]6 ·R2

[
[ 3 ]6 [ 0 ]6
[ 0 ]6 [ 1 ]6

]
es una matriz elemental.

Teorema 1.3: Sea e una operación elemental por fila y E ∈ Mm(R) la matriz elemental
e(I). Entonces para toda matriz A ∈ Mm×n (R)

e(A) = EA

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario 1.1: Sean A,B ∈ Mm×n (R), entonces B es equivalente por filas a A si y
sólo si B = PA, donde P es el producto de matrices elementales en Mm(R).
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Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Definición (Matriz inversa): Sea A ∈ Mn(R). Una matriz B ∈ Mn(R) tal que BA =
IMn(R) es llamada una matriz inversa izquierda de A; una matriz B ∈ Mn(R) tal
que AB = IMn(R) es llamada una matriz inversa derecha de A. Si B ∈ Mn(R) es
tal que BA = AB = IMn(R), B se dice una matriz inversa de A y decimos que A es
invertible.

Podemos demostrar que una matriz inversa es única y entonces denotamos A−1 a la
matriz inversa de A.
Teorema 1.4: Si A ∈ Mn(R), las siguientes proposiciones son lógicamente equivalen-
tes.

i) A es invertible.

ii) A es equivalente por filas a IMn(R).

iii) A es producto de matrices elementales.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Ejemplo 1.11: Lugar de trabajo: Z
/

∼7.

A =

[ 323 ]7x + [ 228 ]7y + [ 123 ]7z = [ 2096 ]7
[ 512 ]7x + [ 238 ]7y + [ 311 ]7z = [ 9193 ]7
[ 212 ]7x + [ 365 ]7y + [ 223 ]7z = [ 6995 ]7

Solución:
Elegimos representantes más adecuados, y tenemos:

A =

[ 1 ]7x + [ 4 ]7y + [ 4 ]7z = [ 3 ]7
[ 1 ]7x + [ 0 ]7y + [ 3 ]7z = [ 2 ]7
[ 2 ]7x + [ 1 ]7y + [ 6 ]7z = [ 2 ]7

−→

[ 1 ]7 [ 4 ]7 [ 4 ]7 [ 3 ]7
[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 3 ]7 [ 2 ]7
[ 2 ]7 [ 1 ]7 [ 6 ]7 [ 2 ]7

 R2 → R2 + [ 6 ]7 ·R1
R3 → R3 + [ 5 ]7 ·R1

[ 1 ]7 [ 4 ]7 [ 4 ]7 [ 3 ]7
[ 0 ]7 [ 3 ]7 [ 6 ]7 [ 6 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 5 ]7 [ 3 ]7

 R3 → [ 3 ]7 ·R3

[ 1 ]7 [ 4 ]7 [ 4 ]7 [ 3 ]7
[ 0 ]7 [ 3 ]7 [ 6 ]7 [ 6 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 2 ]7

 R1 → R1 + [ 3 ]7 ·R3
R2 → R2 + [ 1 ]7 ·R3
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[ 1 ]7 [ 4 ]7 [ 0 ]7 [ 2 ]7
[ 0 ]7 [ 3 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 2 ]7

 R2 → [ 5 ]7 ·R2
R1 → R1 + [ 3 ]7 ·R2

[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 3 ]7
[ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 5 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 2 ]7

 Entonces, SA = {([ 3 ]7, [ 5 ]7, [ 2 ]7)}.

Luego, una vez encontradas las matrices elementales, las multiplicamos de modo que
nos den la inversa de la matriz del sistema A.

[ 1 ]7 [ 3 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7

 ·

[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 5 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7

 ·

[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 1 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7

 ·

[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 3 ]7
[ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7


·[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 0 ]7

[ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 3 ]7

 ·

[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 0 ]7
[ 5 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7

 ·

[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 0 ]7
[ 6 ]7 [ 1 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7

 =

[ 4 ]7 [ 1 ]7 [ 5 ]7
[ 0 ]7 [ 5 ]7 [ 1 ]7
[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 3 ]7



Luego,

[ 4 ]7 [ 1 ]7 [ 5 ]7
[ 0 ]7 [ 5 ]7 [ 1 ]7
[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 3 ]7

 ·

[ 1 ]7 [ 4 ]7 [ 4 ]7
[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 3 ]7
[ 2 ]7 [ 1 ]7 [ 6 ]7

 =

[ 1 ]7 [ 0 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 1 ]7 [ 0 ]7
[ 0 ]7 [ 0 ]7 [ 1 ]7



§ Ejercicios

1. Demostrar el Lema 1.1.

2. Demostrar el Lema 1.2.

3. Demostrar la Proposición 1.1.

4. Demostrar el Lema 1.3.

5. Demostrar la Proposición 1.3 ⊇ .

6. Demostrar el Teorema 1.1.

7. Demostrar la Proposición 1.4.

8. Demostrar el Teorema 1.3.

9. Demostrar el Corolario 1.1.

10. Demostrar el Teorema 1.4.

11. a) Demostrar que el conjunto P(X), con X = {1, 2, 3, 4} junto con la operación
y ∩ forman un anillo R = (P(X), ,∩). (Una demostración se puede

realizar considerando funciones características sobre Z
/

∼2).

b) Resolver el sistema de ecuaciones en R

C =
{

{1, 2} ∩A {1, 3, 4} ∩B = {2}
{X} ∩A {1, 2, 4} ∩B = {1}
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1.3. Ejercicios

12. a) Demostrar que el conjunto M2(R) junto con las operaciones usuales de ma-
trices forman un anillo.

b) Resolver y encontrar la matriz inversa del sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en (M2(R),+, ·)

B =



[
1 1
0 1

]
x +

[
0 1
1 1

]
y =

[
1 3
1 5

]
[
2 3
1 2

]
x +

[
1 2
0 1

]
y =

[
3 10
1 5

]
13. a) Demostrar que el conjunto Z[

√
2] junto con las operaciones usuales + y ·

forman un anillo.

b) Resolver y encontrar la matriz inversa del sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en (Z[

√
2],+, ·)

A =
{

3x + 8y = 30 +
√

288
5x + 14y = 52 +

√
512

14. a) Demostrar que el conjunto F := {f ∈ R×R | f : Df → R es función con Df =
R} junto con las operaciones usuales + y · de funciones forman un anillo.

b) Resolver y encontrar la matriz inversa del sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en (F ,+, ·)

A =


x4+1√
x4+1A +

√
x4+1

3x4+3 B = x4

√
x2 + 1A + 1√

x4+1B = x2 + 4

15. a) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en Rax + ay + az = b
cx + −bz = −c

by + az = −a

Si se satisface abc = 0, a 6= bc y b 6= c, resuelva el sistema, calcule la inversa
y dé condiciones de invertibilidad.

b) Realize lo mismo que en a) pero considerando que el sistema tiene coeficientes
en Z

/
∼23.

16. a) Demostrar que el conjunto Z3 = { a
3n | a ∈ Z y n ∈ N} junto con las opera-

ciones usuales + y · de números racionales forman un anillo.

b) Resolver y encontrar la matriz inversa del sistema de ecuaciones lineales con
coeficientes en (Z3,+, ·)

C =
{

6A + 5
9B = 8

31
3A + 1

27B = 1
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2
Espacios vectoriales

§ Espacios y subespacios vectoriales

Primeras definiciones

Definición (Espacio vectorial): Sea F un campo. Una estructura (V,+V , ·V , F ) se
dice espacio vectorial si satisface

i) (V,+V ) es un grupo abeliano.

ii) ·V :F × V −→ V
(c, α) 7→ ·V ((c, α)) := c ·V α

es una función que satisface:

a) ∀c, d ∈ F y ∀α ∈ V , (c · d) ·V α = c ·V (d ·V α).

b) ∀c, d ∈ F y ∀α ∈ V (c+ d) ·V α = c ·V α+V d ·V α.

c) ∀c ∈ F y ∀α, β ∈ V c ·V (α+V β) = c ·V α+V c ·V β.

d) ∀α ∈ V existe un 1V ∈ F tal que 1V ·V α = v.

Definición (Subespacio vectorial): Sea (V,+V , ·V , F ) un espacio vectorial. Si W ⊆ V ,
y +W , ·W las respectivas restricciones de las funciones +V , ·V se dice que (W,+W , ·W , F )
es un subespacio vectorial de V si

i) 0V ∈ W ,

ii) ∀c ∈ F y ∀α, β ∈ W c ·W α+W β ∈ W .

Ejemplo 2.1: (R× {0R},+R×{0R}, ·R×{0R},R) es subespacio vectorial de (C,+C, ·C,R):

0R×{0R} = 0C y, si α, β ∈ R × {0R}, c ∈ R

cα+R×{0R} β ∈ R × {0R}

∴ se tiene lo deseado.

Abusando de la notación, cuando se escriba V un F -espacio vectorial o W un F -
subespacio vectorial se hace referencia al espacio vectorial (V,+V , ·V , F ) y el subespacio
vectorial (W,+W , ·W , F ).
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Ejemplo 2.2: Determinar si W = {(x1, . . . , xn) ∈ Fn | x1·x2} es un F -subespacio vectorial
de Fn.

Solución:

Si tomamos α = (1, 0, . . . , 0) ∈ W y β = (0, 1, 0, . . . , 0) ∈ W entonces α + β =
(1, 1, 0, . . . , 0) 6∈ W .

Entonces W no es un F -subespacio vectorial de Fn.

Definición (Combinación lineal): β ∈ V se dice combinación lineal de los vectores
α1, . . . , αn si ∃c1, . . . , cn ∈ F

n∑
i=1

ciαi = β.

Ejemplo 2.3: Lugar de trabajo: (R3,+R3 , ·R3 ,R)

¿(1, 2, 3) es combinación lineal de (2, 4, 8) y (0, 0, 3)?

Si (1, 2, 3) = c1(2, 4, 8) + c2(0, 0, 3), entonces

(1, 2, 3) = (2c1, 4c1, 8c1 + 3c2)

Luego,
8c1 + 3c2 = 3
4c1 = 2
2c1 = 1

,

8 3 3
4 0 2
2 0 1

 R2 → R2 − 2R3
R2 ↔ R3
R1 ↔ R2

2 0 1
8 3 3
0 0 0

 R2 → R2 − 4R1
R1 → 1

2R1
R2 → 1

3R2

1 0 1
2

0 1 − 1
3

0 0 0


entonces, (1, 2, 3) = 1

2 (2, 4, 8) − 1
3 (0, 0, 3).

Proposición 2.1: Sea V un F -espacio vectorial y {Vα}α∈Ω una familia no vacía de
F -subespacios de V . Entonces

⋂
α∈Ω

Vα es un F -subespacio vectorial de V .

Demostración. Se tiene que ∀α ∈ Ω 0Vα
∈ Vα, pero ∀α ∈ Ω 0Vα

= 0V , así
⋂
α∈Ω

Vα 6= ∅.

Sean ζ1, ζ2 ∈
⋂
α∈Ω

Vα y c ∈ F , luego, ∀α ∈ Ω c1ζ1 + ζ2 ∈ Vα, luego c1ζ1 + ζ2 ∈
⋂
α∈Ω

Vα,

así
⋂
α∈Ω

Vα es un F -subespacio vectorial de V .
Q.E.D.

Definición (Suma de subconjuntos de un F -espacio vectorial): Sea V un F -espacio
vectorial. Si Si ⊂ V ∀i ∈ [[1, k]], se define la suma de subconjuntos de V como

k∑
i=1

Si =

{
k∑
i=1

αi ∈ V | αi ∈ Si ∀i ∈ [[1, k]]

}
.

Observación: En particular, la suma de subespacios es un subespacio.

Proposición 2.2: Si W1, . . . ,Wk son F -subespacios vectoriales del F -espacio vectorial

V entonces
k∑
i=1

Wi es un F -subespacio vectorial de V .
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Definición (Espacio generado por un conjunto): Sea S un conjunto de vectores de un
F -espacio vectorial. El subespacio generado por S denotado por L (S) se define como:

L (S) = {α ∈ V | α ∈ W, ∀WF -subespacio vectorial de V, con S ⊆ W}

O bien, L (S) =
⋂
W , ∀W F -subespacio vectorial de V tal que S ⊆ W .

Cuando S es un conjunto finito no vacío de vectores S = {α1, . . . , αk} se dice simple-
mente que L (S) es el subespacio generado por α1, . . . , αk.
Proposición 2.3: Sean W1, . . . ,Wk F -subespacios vectoriales del F -espacio vectorial

V . Si W =
k∑
i=1

Wi entonces W = L (
k⋃
i=1

Wi).

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Ejemplo 2.4: L (∅) = {0V } (¿por qué?).

L (V ) = V .

L ({([ 0 ]2, [ 1 ]2), ([ 1 ]2, [ 0 ]2)}) = Z
/

∼2 × Z
/

∼2.

L ({([ 0 ]2, [ 1 ]2)}) = {[ 0 ]2} × Z
/

∼2.

Observación: Si W =
k∑
i=1

Wi, W = L (
k⋃
i=1

Wi).

Teorema 2.1: Si S 6= ∅, con S ⊆ V , V un F -espacio vectorial, entonces

L (S) = {α ∈ V | α =
m∑
k=1

aksk tal que ak ∈ F ∧ sk ∈ S}

Demostración. Cls ⊆ L (S), en efecto: claramente S ⊆ L (S), de acuerdo a la defini-
ción, L (S) es un F -subespacio vectorial de V . Entonces cualquier combinación lineal
de los elementos de S pertenecen a L (S). Así Cls ⊆ L (S).

Ahora L (S) ⊆ Cls , en efecto:
observe primero que S ⊆ Cls . Veamos que Cls es un F -subespacio vectorial de V .
0V ∈ Cls , claramente. Si c ∈ F ,

m1∑
k1=1

bk1sk1 ,
m2∑
k2=1

bk2sk2 ∈ Cls , entonces
m1∑
k1=1

bk1sk1 +
m2∑
k2=1

bk2sk2 ∈ Cls .

Entonces L (S) ⊆ Cls . Q.E.D.

Definición (Vectores fila de una matriz): Sea A ∈ Mm×n (F ). Los vectores fila de
A son los vectores en Fn dados por αi = (Ai1, . . . , Ain), i ∈ [[1,m]].
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Definición (Espacio de filas de una matriz): Sea A ∈ Mm×n (F ) y α1, . . . , αn vectores
fila de A. Al F -subespacio vectorial L ({α1, . . . , αn}) de Fn se le dice espacio de filas
de A.

Definición (Espacio solución de una matriz): Sea A ∈ Mm×n (F ). Entonces el con-
junto de todas las matrices x ∈ Mn×1 (F ) tal que Ax = 0 es llamado espacio solución
de A.

Bases y dimensión

Definición (Conjunto linealmente independiente): Si S es un subconjunto no vacío
de un F -espacio vectorial V , S se dice linealmente independiente sobre F (abreviamos
l.i. sobre F ) si

i) Caso finito: Si card(S) = n y S = {α1, . . . , αn}, si
n∑
k=1

ckαk = 0, entonces ck = 0, ∀k ∈ [[1, n]].

ii) Caso infinito: Si card(S) 6∈ N, ∀n ∈ N y ∀{α1, . . . , αn} ⊆ S y ∀c1, . . . , cn ∈ F , si
n∑
k=1

ckαk = 0, entonces ck = 0, ∀k ∈ [[1, n]].

Definición (Conjunto linealmente dependiente): Si S es un subconjunto no vacío de
un F -espacio vectorial V , S se dice linealmente dependiente sobre F (abreviamos
l.d. sobre F ) si S no es linealmente independiente sobre F .

Al mencionar un conjunto l.i. ó l.d. sobre un campo F se conviene solo decir que el
conjunto S es l.i. ó el conjunto S es l.d. , entendiéndose que esto es sobre el campo F
parte del F -espacio vectorial V que contiene a S, siempre que se mencione a V .
Ejemplo 2.5: Lugar de trabajo: R3 como R-espacio vectorial.

¿Es el conjunto S = {α1, α2}, con α1 = (1, 2, 3) y α2 = (4, 5, 1), un conjunto l.i. ?

Solución:
Sean c1, c2 ∈ R, si

2∑
i=1

ciαi = 0R3 , i.e.

c1(1, 2, 3) + c2(4, 5, 1) = (0, 0, 0)cond(c1 + 4c2, 2c1 + 5c2, 3c1 + c2) = (0, 0, 0), de donde
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
c1 + 4c2 = 0
2c1 + 5c2 = 0
3c1 + c2 = 0

−→

1 4 0
2 5 0
3 1 0

 R2 → R2 − 2R1
R3 → R3 − 3R1

1 4 0
0 −3 0
0 −11 0


R2 → − 1

3R2
R3 → R3 + 11R2
R1 → R1 − 4R2

1 0 0
0 1 0
0 0 0

.

Entonces c1 = 0 y c2 = 0, luego, S es l.i. .
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Definición (Conjunto generador de un espacio vectorial): Sea V un F -espacio vectorial
y S ⊆ V , se dice que S genera a V si

L (S) = V.

Observación: Como conjunto dos bases pueden ser iguales, pero nos interesa el orden
a la hora de obtenerlas.

Definición (Base ordenada de un F -espacio vectorial): Sea V un F -espacio vectorial,
V 6= {0V }, un conjunto B se dice base ordenada de V si satisface:

i) B es linealemente independiente sobre F ,

ii) L (B) = V ,

iii) B es ordenada por un conjunto de índices bien ordenado.

En adelante cuando se menciona una base B de un F -espacio vectorial se hace referencia
a una base ordenada.
Teorema 2.2 (Existencia de bases para un F -espacio vectorial): Si V es un F -espacio
vectorial, V 6= {0V }, entonces V admite una base.

Demostración. Sea Ωl.i. := {X ∈ P(V ) | X es l.i. }. Puesto que V 6= {0V }, V \{0V } 6=
∅, así ∀α ∈ V \ {0V } se tiene que {α} es un conjunto l.i. . Así el conjunto Ωl.i. 6= ∅.

Ωl.i. es claramente un conjunto parcialmente ordenado respecto a la relación de con-
tención.

Considere C una cadena arbitraria del conjunto Ωl.i. y sea B =
⋃
c∈C

c, n ∈ N \ {0} y

α1, . . . , αn ∈ B tal que α1, . . . , αn ∈ c. Como {α1, . . . , αn} ⊆ c, entonces {α1, . . . , αn}
es l.i. , luego B es l.i. , si no lo fuera, entonces {β1, . . . , βn} ⊂ B es un conjunto l.d. ,
entonces para algún c ∈ C βi ∈ c, i ∈ [[1, n]], como C es una cadena, C es un orden total.
Entonces existe un C l.i. tal que c ∈ C ∀c ∈ C , luego {β1, . . . , βn} ⊆ C, entonces C no es
l.i. . Luego B es l.i. y cota superior. Por el Lema 0.1 existe B elemento maximal de Ωl.i. .

L (B) = V . En efecto, sea α ∈ V y A = B ∪ {α}. Si α ∈ B se tiene lo deseado. Así,
suponga que α 6∈ B, luego B ⊂ A. Por maximalidad de B, se sigue que A 6∈ Ωl.i. , luego
A es l.d. . Sean α1, . . . , αn ∈ A elementos distintos, y c1, . . . , cn ∈ F , {c1, . . . , cn} 6=
{0F }, tal que

n∑
i=1

ciαi = 0.

Como A es l.d. , necesariamente existe i0 ∈ [[1, n]] tal que αi0 = α y ci0 6= 0. Entonces,
sin pérdida de generalidad, suponga que α = α1 y c1 = ci0 6= 0. Entonces α = β2α2 +
· · · + βnαn con βi = − ci

c1
, así α ∈ L (B), pero como α es arbitrario L (B) = V .Q.E.D.

Proposición 2.4: Existen espacios vectoriales con bases cuya cardinalidad no es finita.

Demostración. Considere R como Q-espacio vectorial. Veamos que cualquier base tiene
cardinalidad infinita. Procedemos por introducción de la negación.
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Suponga que existe {ρ1, . . . , ρn} base de R sobre Q. Así, para todo r ∈ R existen
c1, . . . , cn ∈ Q tal que

r =
n∑
i=1

ciρi.

Observe que ∀i ∈ [[1, n]], definiendo Qρi
:= {cρi ∈ R | c ∈ Q}, si F :Qρi

−→ Q
cρi 7→ c

entonces si cρi = dρi se tiene que c = d. Luego F (Qρi
) = Q y entonces F es biyectiva

por lo tanto Qρi
∼ Q ∼ N, es así que ×n

i=1Qρi
es numerable, y + : ×n

i=1Qρi
−→ R

(c1ρ1, . . . , cnρn) 7→
n∑
i=1

ciρi

es una función.

+ es una función biyectiva (¿por qué?), luego Qρi
∼ R y entonces R es numerable. Pero

se sabe que R es no numerable, luego R como Q-espacio vectorial no tiene base finita.
Q.E.D.

Teorema 2.3: Toda base de un F -espacio vectorial tiene la misma cardinalidad (caso
finito).

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Así, para todo F -espacio vectorial V 6= {0V } se define como la dimensión V a la cardina-
lidad de cualquiera de sus bases. Denotamos dim(V ) a la dimensión del F -espacio vectorial
V .

Convención: La dimensión del espacio vectorial cero tiene dimensión 0.

Corolario 2.1: Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita n, n ∈ N \ {0}, se
tiene que

i) Cualquier subconjunto de V que tenga más de n vectores es linealmente dependiente.

ii) Ningún subconjunto de V que tenga menos de n vectores genera a V .

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Lema 2.1: Si S es un subconjunto linealmente independiente de un F -espacio vectorial
V y β ∈ V tal que β 6∈ L (S) entonces S ∪ {β} es un conjunto l.i. .

Demostración. Suponga que α1, . . . , αn son vectores distintos en S y que
n∑
i=1

ciαi+bβ =

0, ci ∈ F , ∀i ∈ [[1,m]] y b ∈ F .

Si b 6= 0F , entonces β = −

m∑
i=1

ciαi

b =
m∑
i=1

− ci

b αi, así β ∈ L (S), pero por hipótesis

β 6∈ L (S). Aplicando introducción de la negación b = 0F .

Así,
m∑
i=1

ciαi = 0, luego entonces ci = 0 ∀i ∈ [[1,m]]. Como S es l.i. se sigue que S ∪ {β}

es l.i. . Q.E.D.
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2.1. Espacios y subespacios vectoriales

Teorema 2.4: Si W es un F -subespacio vectorial del F -espacio vectorial V de dimen-
sión finita n, entonces todo conjunto l.i. de W es finito y es parte de una base de
W .

Demostración. Suponga que S0 ⊆ W es l.i. . Si S ⊆ W es un conjunto l.i. tal que
S0 ⊆ S entonces S también es un conjunto l.i. de V sobre F . Como V es de dimensión
finita, S no tiene más de n elementos.

Se extiende S0 a una base en W como sigue:
Si L (S0) = W , entonces S0 es base de W y se tiene lo deseado. Si L (S0) 6= W , i.e.
L (S) ⊂ W , así ∃β1 ∈ W \ L (S0), por el lema anterior S0 ∪ {β1} es un conjunto lineal-
mente independiente.

Así considere L (S0 ∪ {β1}) = W , se tiene lo deseado. En caso contrario se aplica de
nuevo el lema anterior en, a lo más, n− 1 aplicaciones del lema se encuentra una base
para W , de lo cual S0 es parte de la base. Q.E.D.

Corolario 2.2: Si W es un F -subespacio vectorial del F -espacio vectorial V de dimen-
sión finita, W 6= V , entonces W es de dimensión finita y dim(W ) < dim(V ).

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario 2.3: En un F -espacio vectorial V de dimensión finita n, todo conjunto
linealmente independiente de vectores es parte de una base.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario 2.4: Sea A ∈ Mm×n (F ) y suponga que los vectores fila de A forman un
conjunto linealmente independiente de vectores de Fn. Entonces A es invertible.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Definición (Suma directa): Si W1,W2 son F -subespacios vectoriales del F -espacio
vectorial V se dice que V es suma directa de W1 y W2 si se tiene:

i) V = W1 +W2,

ii) W1 ∩W2 = {0V }.

y denotamos la suma como W1 ⊕W2.

Teorema 2.5: Si W1,W2 son F -subespacios vectoriales del F -espacio vectorial V de
dimensión finita n entonces W1 + W2 es un F -espacio vectorial de V de dimensión
finita y dim(W1) + dim(W2) = dim(W1 +W2) + dim(W1 ∩W2).

Demostración. Ejercicio. Considerar W1 ∩ W2 = {0V }, y W1 + W2 con W1 = {0V } y
W2 = {0V }. Q.E.D.
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2.2. Coordenadas

§ Coordenadas

Definición: Sea V un F -espacio vectorial. B una base ordenada por un conjunto de
índices bien ordenado Ω. Se define la relación

Coordk :V −→ F
α 7→ cαk

donde α =
∑
k∈Ω

Cαk
αk.

Observación: Recuerde que α ∈ V es combinación lineal de αk1, . . . , αkn si existen
ck1, . . . ckn ∈ F tal que α =

n∑
i=1

ckiαki. Los elementos no cero en el campo F en una

combinación lineal forman un conjunto finito. Es decir, si α =
∑
k∈Ω

cαk
αk, entonces

cαk
= 0 para casi todo k ∈ Ω.

Como L (B) = V , entonces Coordk :V −→ F
α 7→ cαk

es de asignamiento total.

La unicidad se sigue de la independencia lineal. Es fácil ver esto para el caso finito.
Para el caso infinito considere un conjunto bien ordenado comparando ϕ1 y ϕ2.

Así Coordk :V −→ F
α 7→ cαk

es una función. Luego, (Cαk
)k∈Ω es el vector de coordenadas de

α en la base B ordenada por el conjunto bien ordenado Ω.

En particular, si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita y α =
n∑
i=1

cαiαi,

entonces

 cαi

...
cαn

 es el vector de coordenadas (o matriz de coordenadas) de α en la

base B.

Frecuentemente, es conveniente para nosotros utilizar la matriz de coordenadas de α
respecto a la base ordenada B en vez del vector de coordenadas. Para indicar la de-
pendencia de la matriz de coordenadas en la base B denotamos

[α]B

para la matriz de coordenadas del vector α respecto a la base B.
Teorema 2.6: Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita n, y sean B,B′ dos
bases ordenadas de V . Entonces hay una única matriz invertible P ∈ Mn(F ) tal que,
si α ∈ V

i) [α]B = P [α]B′ ,

ii) [α]B′ = P−1[α]B.

Las columnas de P están dadas por

Pj = [α′
j ]B ∀j ∈ [[1, n]]
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2.2. Coordenadas

Demostración. Sean B = {α1, . . . , αn}, B′ = {α′
1, . . . , α

′
n}.

Entonces existen P1j , . . . , Pnj ∈ F únicos tales que α′
j =

n∑
i=1

Pijαi ∀j ∈ [[1, n]].

Sean x′
1, . . . , x

′
n las coordenadas de α en la base B′. Entonces α =

n∑
i=1

x′
jα

′
j , luego

α =
n∑
j=1

x′
j

n∑
i=1

Pijαi =
n∑
j=1

n∑
i=1

Pijx
′
jαi =

n∑
j=1

(
n∑
i=1

Pijx
′
j

)
αi. Entonces

α =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

Pijx
′
j

)
αi,

es decir que las coordenadas x1, . . . , xn de α respecto a la base B están determinadas
por

xi =
n∑
i=1

Pijx
′
j ∀i ∈ [[1, n]].

Luego, sea P ∈ Mn(F ) tal que P ((i, j)) = Pij y [α]B, [α]B′ las matrices de coordenadas
respecto a la bases B y B′ respectivamente. Entonces tenemos

[α]B = P [α]B′ .

Como B y B′ son conjuntos l.i. se tiene que [α]B = 0Mn(F ) si y sólo si [α]β′ = 0Mn(F ).
Se sigue entonces que P es invertible, y se tiene

[α]B′ = P−1[α]B.

Q.E.D.

Teorema 2.7: Sea P ∈ Mn(F ) invertible. Sea V un F -espacio vectorial de dimensión
finita n, y sea B una base ordenada de V . Entonces existe una única base ordenada B′

tal que

i) [α]B = P [α]B′

ii) [α]B′ = P−1[α]B
∀α ∈ V

Demostración. Sea B = {α1, . . . , αn}. Si B′ = {α′
1, . . . , α

′
n} ⊆ V es l.i. tal que [α]B =

P [α]B′ , es claro que α′
j =

n∑
i=1

Pijαi.

Entonces solo debemos demostrar que B′ es base de V . Sea Q := P−1. Entonces
n∑
j=1

Qjkα
′
j =

n∑
j=1

Qjk
n∑
i=1

Pijαi =
n∑
j=1

n∑
i=1

PijQjkαi =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

PijQjk

)
αi = αk.

Entonces B ⊆L (B′), luego L (B′) = V . Aplicando el Teorema 2.6 se tiene lo deseado.
Q.E.D.
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2.3. Ejercicios

§ Ejercicios

1. Demostrar la Proposición 2.2

2. Demostrar la Proposición 2.3

3. Demostrar el Teorema 2.3

4. Demostrar el Corolario 2.1

5. Demostrar el Corolario 2.2

6. Demostrar el Corolario 2.3

7. Demostrar el Corolario 2.4

8. Demostrar el Teorema 2.5

9. Demostrar que Z
/

∼7 × Z
/

∼7 × {[0]7} es Z
/

∼7-subespacio vectorial de Z
/

∼7 ×
Z
/

∼7 × Z
/

∼7.

10. Demostrar que el conjunto cociente es un espacio vectorial.

11. a) Demostrar que {0F }n es un F -subespacio vectorial de Fn.

b) Determinar si W = {(x1, x2, x3) ∈ Z
/

∼3 × Z
/

∼3Z
/

∼3 | x3 = x1 + 3x2} es
un Z

/
∼3-subespacio vectorial de Z

/
∼3 × Z

/
∼3 × Z

/
∼3.

c) Determinar siW = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn} | x2 ∈ Q es un R-subespacio vectorial
de Rn.

12. a) Demostrar que Mn(F ) es un F -subespacio vectorial.

b) Determinar si los siguientes subconjuntos de Mn(F ) con las operaciones
usuales son F -subespacio vectorial de Mn(F ).

a) W = {A ∈ Mn(F ) | A es invertible},

b) W = {A ∈ Mn(F ) | A no es invertible},

c) W = {A ∈ Mn(F ) | A2 = A},

d) W = {A ∈ Mn(F ) | AB = BA, para algún B ∈ Mn(F )}.

13. Demostrar que siW1, . . . ,Wk son F -subespacios vectoriales de un F -espacio vectorial

V , entonces
k∑
i=1

Wi es un F -subespacio vectorial de V .

14. Demostrar que Coordk :V −→ F
α 7→ Cαk

es una relación de asignamiento único.

15. Sea el F -subespacio vectorial M2(F ),

W1 =
{[
x −x
y z

]
∈ M2(F ) | x, y, z ∈ F

}
yW2 =

{[
x y

−x z

]
∈ M2(F ) | x, y, z ∈ F

}
.

a) Demostrar que W1 y W2 son F -subespacios vectoriales de V .

b) Demostrar que dim(W1 +W2) = 4 y dim(W1 ∩W2) = 2.

16. Considere las siguientes secuencias en R2, B1 = {α1, α2} y B2 = {β1, β2} con
α1 = (1, 2), α2 = (−2, 1), β1 = (2, 3), β3 = (1,−1).
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2.3. Ejercicios

a) Demostrar que B1 y B2 son bases ordenadas de R2.

b) Calcule
[
γ1
γ2

]
B1

para todo (γ1, γ2) ∈ R2.

c) Calcule
[
δ1
δ2

]
B2

para todo (δ1, δ2) ∈ R2.

d) Sea P =
[
p11 p12
p21 p22

]
∈ Mn(R) tal que P

[
γ1
γ2

]
B2

=
[
γ1
γ2

]
B1

. Calcule P (A P

se le llama Matriz cambio de base).

e) Sea Q =
[
q11 q12
q21 q22

]
∈ Mn(R) tal que

[
δ1
δ2

]
B2

Q =
[
δ1
δ2

]
B1

. Calcule Q.

f) Verifique que P y Q son matrices invertibles.

g) Sea R =
[
1 2
3 4

]
y la base ordenada B3 = {ϵ1, ϵ2} de R2, tal que

[
γ1
γ2

]
B1

=

R

[
γ1
γ2

]
B3

. Determine ϵ1 y ϵ2.

17. Considere el Z
/

∼3-espacio vectorial V := (Z
/

∼3)n. ¿Cuántos subespacios vecto-
riales de dimensión uno tiene V ?
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3
Transformaciones lineales

§ Transformaciones lineales

Primeras definiciones y resultados

Definición (Transformación lineal): Sean V,W F -espacios vectoriales. La relación

T : V −→ W
α7→T (α)

se dice transformación lineal si es una función tal que ∀β, γ ∈ V y ∀c ∈ F

T ((cβ + γ)) = cT (β) + T (γ).

Ejemplo 3.1: Si V = {f ∈ RR | f es función polinomial}. La función T :V −→ V
f 7→ f ′

es una T.l. .
Teorema 3.1: Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita n y sea B =
{α1, . . . , αn} una base ordenada de V . Sea W un F -espacio vectorial y β1, . . . , βn ∈ W .
Entonces existe una única transformación lineal T : V −→ W

α7→T (α)
tal que

T (αj) = βj ∀j ∈ [[1, n]].

Demostración. Primero probamos el asignamiento total. Como B es base de V , ∀α ∈ V

existen únicos cα1 , . . . , cαn ∈ F tales que α =
n∑
i=1

cαiαi. Se tiene, con T (αi) = βi, que

T (α) = T

(
n∑
i=1

cαi
αi

)
=

n∑
i=1

cαi
T (αi) =

n∑
i=1

cαi
βi ∈ W . Así la relación T : V −→ W

α7→T (α)
es

de asignamiento total total.

Ahora, para el asignamiento único. Bajo la forma en que se definió la relación, como B
es base de V , α admite una única combinación lineal de los elementos de la base dada,
luego T : V −→ W

α7→T (α)
es de asignamiento único.

Entonces T : V −→ W
α7→T (α)

es una función.
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3.1. Transformaciones lineales

T : V −→ W
α7→T (α)

es lineal. En efecto, sean γ, δ ∈ V , d ∈ F , se tiene que

T (dγ + δ) = T

(
d

n∑
i=1

cγiαi +
n∑
i=1

cδiαi

)

= T

(
n∑
i=1

[dcγi
+ cδi

]αi

)

=
n∑
i=1

[dcγi
+ cδi

]T (αi)

= d

n∑
i=1

cγi
T (αi) +

n∑
i=1

cδi
T (αi)

= dT (γ) + T (δ).

Como γ y δ son arbitrarios, T : V −→ W
α7→T (α)

es transformación lineal.

Suponga que U(αj) = T (aj) ∀j ∈ [[1, n]], con U : V −→ W
α7→U(α)

transformación lineal. Ahora
bien, ∀γ ∈ V ,

γ =
n∑
i=1

cγi
αi

U(γ) = U

(
n∑
i=1

cγi
αi

)

=
n∑
i=1

cγi
U(αi)

=
n∑
i=1

cγi
T (αi)

= T (
n∑
i=1

cγi
αi)

= T (γ).

Q.E.D.

Proposición 3.1: Sean V,W F -espacios vectoriales, T : V −→ W
α7→T (α)

una transformación

lineal. Entonces T (V ) es un subespacio de W .

Demostración. Sean αw, βw ∈ T (v), c ∈ F . En particular existen αv, βv ∈ V tales que
T (αv) = αw y T (βv) = βw, así cαw+βw ∈ T (v). Luego T (V ) es un F -subespacio vectorial
de W . Q.E.D.

Definición (Kernel de una transformación lineal): Si V,W son F -espacios vectoriales y
T : V −→ W

α7→T (α)
es una transformación lineal (T.l.) se define el kernel de la transformación
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3.1. Transformaciones lineales

lineal T : V −→ F
α 7→T (α)

(denotado como kerT ) como

kerT = {α ∈ V | T (α) = 0W }.

Proposición 3.2: Si V,W son F -espacios vectoriales, T : V −→ W
α7→T (α)

una T.l. . Enton-
ces kerT es un F -subespacio vectorial de V .

Demostración. 0V ∈ kerT , puesto que T (0V ) = 0W . Sean α, β ∈ kerT , c ∈ F , en
particular T (α) = T (β) = 0W . Ahora bien T (cα + β) = cT (α) + T (β) = c0W +
0W = 0W . Por lo tanto como c, α, β son arbitrarios, cα + β ∈ kerT . Luego kerT es un
F -subespacio vectorial de V . Q.E.D.

Definición (Rango de una T.l. ): Sean V,W F -espacios vectoriales, V de dimensión
finita y T : V −→ W

α7→T (α)
T.l. . Se define el rango de T : V −→ W

α7→T (α)
(denotado como rango(T )

como
nulidad(T ) := dim(T (V )).

Definición (Nulidad de una T.l. ): Sean V,W F -espacios vectoriales, V de dimen-
sión finita y T : V −→ W

α 7→T (α)
T.l. . Se define la nulidad de T : V −→ W

α7→T (α)
(denotada por

nulidad(T )) como
nulidad(T ) := dim(kerT ).

Teorema 3.2: Sean V,W F -espacios vectoriales, V de dimensión finita, T : V −→ W
α 7→T (α)

una T.l. , entonces rango(T ) + nulidad(T ) = dim(V ).

Demostración. Si V = {0V }, es claro.
Suponga que V 6= {0V }. Si kerT = {0V }, entonces ∀α ∈ V \ {0V }, T (α) 6= 0V . Sea
B = {α1, . . . , αn} base de V . Veamos que BT (V ) = {T (α1), . . . , T (αn)} es base de
T (v).
En efecto, L (BT (V )) = T (V ), pues sea γW ∈ T (V ), entonces existe γV ∈ V tal que

T (γV ) = γW . Ahora bien, para γV existen c1, . . . , cn ∈ F tales que
n∑
i=1

ciαi = γV .

En particular γW = T (γV ) = T

(
n∑
i=1

ciαi

)
, entonces como son elementos arbitrarios,

L (BT (V )) = T (V ).

Suponga que existen d1, . . . , dn ∈ F no todos cero, tales que
n∑
i=1

diT (αi) = 0, así

T (diαi) = 0, de modo que
n∑
i=1

diαi ∈ kerT = {0V }. Luego
n∑
i=1

diαi = 0. Así di =

0 ∀i ∈ [[1, n]], luego BT (V ) es l.i. . Así BT (V ) es base de T (V ) y dim(T (V )) = n,
dim(kerT ) y dim(V ) = dim(T (V )) + dim(kerT ).

Se deja como ejercicio la demostración para los casos restantes:

i) kerT 6= 0V .

ii) kerT = V . Q.E.D.

Definición (Rango de filas de A): El rango de filas de A (denotado rango de filas
(A)) es la dimensión del espacio de filas de A.
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3.1. Transformaciones lineales

Teorema 3.3: Si A ∈ Mm×n (F ), entonces rango de filas(A) = rango de columnas(A).

Demostración. Sea T :Fn×1 −→ Fm×1

α 7→ T (α) = Aα

(se deja como ejercicio comprobar que T es

una T.l. ).

Cuando Aα =

 0
...
0

 α es solución del sistema asociado a la matriz A. Entonces

kerT =


 α1

...
αn

 ∈ Fn

∣∣∣∣∣
 α1

...
αn

 ∈ SAx = 0Fm


y

T (V ) =


 β1

...
βn

 ∈ Fm

∣∣∣∣∣ Ax =

 β1
...
βn




Si A1, . . . , An son las columnas de A, entonces Aα = α1A1 + · · · + αnAn, así T (V ) =
L ({A1, . . . An}). Es decir, T (V ) es el espacio de columnas de A. Por lo tanto rango(T ) =
rango de columnas de A. Así, dim(kerT ) + rango de columnas de A = n.

Ahora, recuerde que el espacio de soluciones tiene una base que consta de n−r vectores
donde r es el rango de filas de A y entonces, si S es el espacio solución de A,

dim(S) = dim(kerT ) = n− r,

de donde dim(kerT ) + r = n. Entonces es evidente que

rango de filas de A = rango de columnas deA.

Q.E.D.

Álgebra de transformaciones lineales

Teorema 3.4: Si V,W son F -espacios vectoriales y T : V −→ W
α 7→T (α)

, U : V −→ W
α7→U(α)

son

T.l. , entonces T + U :V −→ W
α 7→ [T + U ](α) := T (α) + U(α)

es una T.l. y si c ∈ F , se define la

función cT :V −→ W
α 7→ [cT ](α) := cT (α)

es una T.l. .

Entonces si

L (V,W ) :=
{
T : V −→ W

α7→T (α)
∈ WV | T : V −→ W

α 7→T (α)
es T.l.

}
(L (V,W ),+, ·, F ) es un F -espacio vectorial.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.
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3.1. Transformaciones lineales

Teorema 3.5: Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita n, W es un F -espacio
vectorial de dimensión finita m, entonces L (V,W ) es de dimensión finita mn.

Demostración. Sean BV = {α1, . . . , αn}, BW = {β1, . . . , βn} bases ordenadas de V y
W respectivamente. ∀(p, q) ∈ [[1,m]] × [[1, n]] se define

T p,q :V −→ W

αi 7→ T p,q(αi) :=
{

0, si i 6= q
βp, si i = q

= δiqβp

de acuerdo con un teorema anterior existe una única transformación lineal de V a W
que satisface estas condiciones. Se afirma que

A =
{
T ∈ L (V,W ) | T : V −→ W

α7→T (α)
= T p,q : V −→ W

α7→Tp,q(α)

}
es una base de L (V,W ).

Sea T : V −→ W
α7→T (α)

. ∀j ∈ [[1, n]], sea A1j , . . . , Amj las coordenadas del vector T (αj) res-

pecto a la base BW es decir T (αj) =
m∑
p=1

Apjβp.

Sea U : V −→ W
α 7→U(α)

, ∀j ∈ [[1, n]] U(αj) =
m∑
p=1

n∑
q=1

ApqT
p,q(αj) =

m∑
p=1

n∑
q=1

Apqδjqβp =
m∑
p=1

Apjβp = T (αj), en consecuencia U = T . Luego L (A ) = L (V,W ). Queda como

ejercicio mostrar que A es l.i. . Q.E.D.

Teorema 3.6: Si V,W,Z son F -espacios vectoriales y T : V −→ W
α7→T (α)

, U : W −→ Z
α7→U(α)

son
T.l. , entonces

UT :V −→ Z
α 7→ [UT ](α) := U(T (α))

es T.l. .

Demostración. [UT ](0V ) = U(T (0V )) = U(0W ) = 0Z . Sean c ∈ F, α, β ∈ V ,

[UT ](cα+ β) = U(T (cα+ β))
= U(cT (α) + T (β))
= cU(T (α)) + U(T (β))
= c[UT ](α) + [UT ](β).

Q.E.D.

Definición (Operador lineal): Si V es un F -espacio vectorial, un operador lineal se
dice que es una transformación lineal T : V −→ V

α 7→T (α)
y se denota por

Tn : V −→ V
α7→Tn(α)

al operador lineal compuesto n-veces, y se define

T 0 :V −→ V
α 7→ α

= I :V −→ V
α 7→ α

.
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3.1. Transformaciones lineales

Lema 3.1: Si V es un F -espacio vectorial y U : V −→ V
α 7→U(α)

, T1 : V −→ V
α 7→T1(α)

, T2 : V −→ V
α7→T2(α)

operadores lineales, c ∈ F , I :V −→ V
α 7→ α

, entonces

i) IU = UI = U ,

ii) U(T1 + T2) = UT1 + UT2,

iii) (T1 + T2)U = T1U + T2U ,

iv) c(UT1) = (cU)T1 = U(cT1).

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Definición (Transformación lineal invertible): Si V,W son F -espacios vectoriales y
T : V −→ W

α7→T (α)
es una T.l. , se dice que T : V −→ W

α7→T (α)
es invertible si existe U : W −→ V

α 7→U(α)

tal que UT :V −→ V
α 7→ α

y TU :W −→ W
α 7→ α

.

Teorema 3.7: Si V,W son F -espacios vectoriales y T : V −→ W
α7→T (α)

, si T : V −→ W
α7→T (α)

es

invertible entonces T−1 : W −→ V
α7→T−1(α)

es T.l. .

Demostración. Al ser T : V −→ W
α7→T (α)

T.l. invertible, en particular, T : V −→ W
α 7→T (α)

es bi-

yectiva. Luego, existe una única función T−1 : V −→ W
α7→T−1(α)

. Sean c ∈ F, α, β ∈ W , en-

tonces por ser T : V −→ W
α 7→T (α)

suprayectiva existen αV , βV ∈ V tal que T (αV ) = α y

T (βV ) = β. Así T−1(cα + β) = T−1(cT (αV ) + T (βV )) pero T es lineal, entonces
T−1(T (cαV + βV )) = IV (cαV + βV ) = cαV + βV = cT−1(α) + T−1(β). Luego T−1 es
T.l. . Q.E.D.

Teorema 3.8: Sea T : V −→ W
α 7→T (α)

una T.l. . Entonces T es no singular si y sólo si T

para todo conjunto {α1, . . . , αn} ⊆ V l.i. se tiene que {T (α1), . . . , T (αn)} ⊆ W es l.i. .

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Teorema 3.9: Si V,W son F -espacios vectoriales de dimensión finita n, T : V −→ W
α7→T (α)

,
las siguientes proposiciones son lógicamente equivalentes.

i) T es invertible,

ii) T es no singular,

iii) T es suprayectiva,

iv) Si B = {α1, . . . , αn} es base de V , entonces {T (α1), . . . , T (αn)} es base de W .

Demostración. i) → ii) Como T : V −→ W
α 7→T (α)

es invertible, en particular es inyectiva, lue-

go kerT = {0V }, luego T : V −→ W
α7→T (α)

es no singular.
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ii) → iii) Como T : V −→ W
α 7→T (α)

es no singular, entonces nulidad(T ) = 0, así, rango(T ) = n,

entonces T (V ) = W , luego T : V −→ W
α7→T (α)

es suprayectiva.

iii) → iv) Suponga que T es suprayectiva. Si {α1, . . . , αn} es cualquier base ordenada de
V , entonces L ({T (α1), . . . , T (αn)}) = W , luego entonces si {T (α1), . . . , T (αn)} es l.d. ,
como L ({T (α1), . . . , T (αn)}) = W , entonces podemos encontrar una base de la forma
{T (α1), . . . , T (αi−1), T (αi+1), . . . , T (αn)} con {T (α1), . . . , T (αi−1), T (αi+1), . . . , T (αn)}
l.i. , entonces tendriamos que dim(W ) = n− l, n ≥ l. Por lo tanto {T (α1), . . . , T (αn)}
es l.i. .

Luego {T (α1), . . . , T (αn)} es base.

iv) → i) Suponga que existe {α1, . . . , αn} base de V tal que {T (α1), . . . , T (αn)} es base
W . Como {T (α1), . . . , T (αn)} es base de W entonces L ({T (α1), . . . , T (αn)}) = W . Así
T : V −→ W

α7→T (α)
es suprayectiva. Por hipótesis general, T : V −→ W

α7→T (α)
es T.l. . Sea α ∈ kerT ,

existen c1, . . . , cn ∈ F tales que
n∑
k=1

ckαk, luego T

(
n∑
k=1

ckαk

)
= T (α) = 0W . Luego

n∑
k=1

ckT (αk) = T (α) = 0W .

Luego, como {T (α1), . . . , T (αn)} es base de W , ck = 0F , ∀k ∈ [[1, n]], i.e. {T (αk)}k∈[[1,n]]
es l.i.

Luego, kerT = {0V }, así T : V −→ W
α7→T (α)

es inyectiva. Por lo tanto se tiene lo deseado.
Q.E.D.

Isomorfismos

Definición (Morfismos): Si V y W son F -subespacios vectoriales y T : V −→ W
α7→T (α)

una

función entonces:

1) T es un homomorfismo si es T.l.

2) T es un endomorfismo si es T.l. y W = V .

3) T es un monomorfismo si es T.l. inyectiva.

4) T es un epimorfismo si es T.l. suprayectiva.

5) T es un isomorfismo si es T.l. biyectiva.

6) T es un automorfismo si es T.l. biyectiva y W = V .

Si existe T : V −→ W
α7→T (α)

isomorfismo, entonces se dice que V es isomorfo a W y se denota
por V ≂W .
Teorema 3.10: Todo F -espacio vectorial V de dimensión n es isomorfo a Fn.

Demostración. Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita n ∈ N \ {0}, y B =
{α1, . . . , αn} base ordenada para V . Se define T :V −→ Fn

α 7→ T (α) := (x1, . . . , xn)
donde (x1, . . . , xn)

45



3.1. Transformaciones lineales

es el vector de coordenadas de α respecto a la base ordenada B. T es inyectiva y su-
prayectiva (¿por qué?). Luego T es un isomorfismo. Q.E.D.

Representación matricial de una transformación lineal

Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita n y W es un F -espacio vectorial de
dimensión finita m, si BV = {α1, . . . , αn} es base ordenada de V y BW = {β1, . . . , βm}
es base ordenada de W , T : V −→ W

α7→T (α)
es una T.l. . Entonces la transformación lineal

está determinada por la aplicación de los elementos de BV de manera única como una
combinación lineal

T (αj) =
m∑
i=1

Aijβi

de los βi, los elementos de F A1j , . . . , Amj son las coordenadas de T (αj) en la base
BW .

A la función A : [[1,m]] × [[1, n]] −→ F
(i, j) 7→ Aij

se le llama la matriz representante de la

transformación lineal T : V −→ W
α7→T (α)

respecto a las bases BV y BW .

Teorema 3.11: Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita n y W un F -espacio
vectorial de dimensión finita m. Sea BV una base ordenada de V y BW una base
ordenada de W . Para cada transformación lineal T : V −→ W

α 7→T (α)
hay una matriz A ∈

Mm×n (F ) tal que
[T (α)]BW

= A[α]BV

∀α ∈ V . Además, ϕ : L (V,W ) −→ Mm×n (F )
T : V −→ W

α7→T (α)
7→ ϕ

(
T : V −→ W

α7→T (α)

)
= AT :V−→W

α 7→T (α)

es un homomorfismo.

Demostración. Sea BV = {α1, . . . , αn} base de V y BW = {β1, . . . , βm}. Considere
∀j ∈ [[1, n]], T (αj) ∈ W , así, por ser una base, existen elementos del campo, únicos,
A1j , . . . , Amj ∈ F tales que T (αj) =

m∑
i=1

Aijβi.

Ahora bien, note que ∀j ∈ [[1, n]] A1j , . . . , Amj son las coordenadas de T (αj) respecto
a la base BW . Así

A =

A11 · · · A1n
... . . . ...

Am1 · · · Amn



está bien definida (existe y es única) y si

c1
...
cn

 es la matriz de coordenadas del vector

α en la base BV , entonces se tiene que α =
n∑
j=1

cjαj , luego T (α) =
n∑
j=1

cjT (αj) =
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n∑
j=1

cj

(
m∑
i=1

Aijβi

)
=

n∑
j=1

(
m∑
i=1

Aijcjβi

)
=

m∑
i=1

(
n∑
j=1

Aijcjβi

)
=

m∑
i=1

(
n∑
j=1

Aijcj

)
βi, i.e.

[T (α)]BW
= A[α]BV

Por otro lado, seguimos considerando las bases fijas BV ,BW . Considere

ϕ : L (V,W ) −→ Mm×n (F )
T : V −→ W

α7→T (α)
7→ ϕ

(
T : V −→ W

α7→T (α)

)
= AT :V−→W

α 7→T (α)

donde AT :V−→W
α7→T (α)

representa a la matriz dada anteriormente.

Considere c ∈ F, T : V −→ W
α 7→T (α)

, U : V −→ W
α7→U(α)

. Es fácil mostrar que

AcT :V−→W
α7→[cT ](α)

= cAT :V−→W
α 7→T (α)

y AT+U :V−→W
α 7→[T +U](α)

= AT :V−→W
α7→T (α)

+AU :V−→W
α7→U(α)

, entonces

ϕ

(
cT : V −→ W

α 7→T (α)
+ U : V −→ W

α7→U(α)

)
= AcT+U :V−→W

α 7→[cT +U](α)

= cAT :V−→W
α 7→T (α)

+AU :V−→W
α 7→U(α)

.

Recuerde que ∀(i, j) ∈ [[1,m]] × [[1, n]]

[
cAT :V−→W

α7→T (α)
+AU :V−→W

α7→U(α)

]
((i, j)) = c

[
AT :V−→W

α7→T (α)

]
((i, j)) +

[
AU :V−→W

α 7→U(α)

]
((i, j))

= cϕ

(
T : V −→ W

α7→T (α)

)
+ ϕ

(
U : V −→ W

α7→U(α)

)

Luego, ϕ : L (V,W ) −→ Mm×n (F )
T : V −→ W

α7→T (α)
7→ ϕ

(
T : V −→ W

α7→T (α)

)
= AT :V−→W

α7→T (α)

es un homomorfismo.

Q.E.D.

Teorema 3.12: Sean V y W F -espacios vectoriales de dimensión finita n y m, res-
pectivamente. Sea BV una base ordenada de V y BW una base ordenada de W . La
función ϕ : L (V,W ) −→ Mm×n (F )

T : V −→ W
α 7→T (α)

7→ ϕ

(
T : V −→ W

α 7→T (α)

)
= AT :V−→W

α7→T (α)

es un isomorfismo.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Es conveniente denotar la matriz representante de una T.l. T : V −→ V
α7→T (α)

, i.e. un operador

lineal, respecto a una misma base B como [T ]B.
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Teorema 3.13: Sean V,W,Z F -espacios vectoriales de dimensión finita, T : V −→ W
α7→T (α)

,

U : W −→ Z
β 7→U(β)

T.l. , BV ,BW ,BZ bases ordenadas de lo respectivos espacios V,W,Z. Si
A es la matriz representante de la T.l. T : V −→ W

α 7→T (α)
respecto a las bases BV ,BW y B es

la matriz representante de la T.l. U : W −→ Z
β 7→U(β)

respecto a las bases BW ,BZ , entonces
la matriz que representa a la composición UT : V −→ Z

α 7→[UT ](α)
respecto a las bases BV ,BZ

es C = BA.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Como consecuencia inmediata un operador lineal T : V −→ V
α7→T (α)

es invertible si y sólo si

[T ]BV
es invertible.

Entonces existe U : V −→ V
β 7→U(β)

operador lineal tal que

UT : V −→ V
α7→[UT ](α)

= I :V −→ V
α 7→ I(V )

= TU : V −→ V
β 7→[TU ](β)

. Además observe que
[T−1]BV

= [T ]−1
BV

.

Se quiere investigar ahora lo que le sucede a la matriz representante cuando se cambia
la base ordenada. Por simplicidad, se considera sólo el caso de operadores lineales sobre
un F -espacio vectorial V .
Teorema 3.14: Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita y B = {α1, . . . , αn},
B′ = {α′

1, . . . , α
′
n} son bases ordenadas de V y T : V −→ V

α 7→T (α)
es un operador lineal.

Si P = [P1, . . . , Pn] ∈ Mn(F ) cuyas columnas Pj = [α′
j ]B entonces

[T ]B′ = P−1[T ]BP

es decir, U : V −→ V
α 7→U(α)

es un operador lineal tal que U(αj) = α′
j ∀j ∈ [[1, n]], entonces

[T ]B′ = [U ]−1
B [T ]B[U ]B.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Definición (Matrices similares): Sean A,B ∈ Mn(F ). Se dice que B es similar a A
sobre F si existe P ∈ Mn(F ) invertible tal que B = P−1AP .

§ Funcionales lineales

Definición: Si V es un F -espacio vectorial y f : V −→ F
α7→f(α)

es una T.l. se dice que

f : V −→ F
α 7→f(α)

es un funcional lineal sobre V .
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Ejemplo 3.2: Sea F un campo y a1, . . . , an ∈ F . Sea f :Fn −→ F

(x1, . . . , xn) 7→
n∑
i=1

aixi

.

Sean A = (a1, . . . , an), B = (b1, . . . , bn) y c ∈ F . Entonces

f(cA+B) = f((ca1 + b1, . . . , can + bn))

=
n∑
i=1

(cai + bi)xi

=
n∑
i=1

(caixi + bixi)

=
n∑
i=1

caixi +
n∑
i=1

bixi

= c

n∑
i=1

aixi +
n∑
i=1

bixi

= cf(A) + f(B).

entonces f :Fn −→ F

(x1, . . . , xn) 7→
n∑
i=1

aixi

es un funcional lineal.

Ejemplo 3.3: Lugar de trabajo: Mn(F ) como F -espacio vectorial.

Sean A,B ∈ Mn(F ), Tr : Mn(F ) −→ F

A 7→
n∑
i=1

A((i, i))
y c ∈ F .

Tr(cA+B) =
n∑
i=1

[cA((i, i)) +B((i, i))]

=
n∑
i=1

cA((i, i)) +
n∑
i=1

B((i, i))

= c

n∑
i=1

A((i, i)) +
n∑
i=1

B((i, i))

= cTr(A) + Tr(B)

entonces Tr : Mn(F ) −→ F

A 7→
n∑
i=1

A((i, i))
es un funcional lineal. A este funcional lineal se le llama

traza.

Observación: Si V es un F -espacio vectorial, la colección de funcionales lineales sobre
V forma un F -espacio vectorial.

Si B = {α1, . . . , αn} es base de un F -espacio vectorial V , ∀i ∈ [[1, n]] se define

fi :V −→ F
α 7→ fi(α)

funcional lineal, donde fj(αi) = δij
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Se tiene que {fi}i∈[[1,n]] es base de L (V, F ), en efecto:

Sean c1, . . . , cn ∈ F tales que
n∑
k=1

ckfk = 0L (V,F ), en particular ∀k ∈ [[1, n]]

0V = 0L (V,F )(αi) =
n∑
k=1

ekfk(αi)

=
n∑
k=1

ckδik

= ci

entonces ci = 0 ∀i ∈ [[1, n]]. Luego {fi}i∈[[1,n]] es l.i. . Como card({fi}i∈[[1,n]]) = dim(V ) =
dim(L (V, F )) = n, entonces L ({fi}i∈[[1,n]]) = L (V,W ). Luego {fi}i∈[[1,n]] es base de
L (V, F ).

Con las condiciones anteriores se denota por B∗ a {fi}i∈[[1,n]] y se llama base dual de
B y a L (V, F ) se le denota por V ∗ y se le llama espacio dual de V .
Ejemplo 3.4: Lugar de trabajo: R2 como R-espacio vectorial.

Sean α1 = (1, 2), α2 = (1, 1), β = (5, 7) y B = {α1, α2}. B es base de R2.

Si c1α1 + c2α2 = β, entonces encontramos que

[
1 1 5
2 1 7

]
R1 → R1 −R2

[
−1 0 −2
2 1 7

]
R2 → R2 + 2R1
R1 → (−1)R1

[
1 0 2
0 1 3

]
.

y entonces c1 = 2 y c2 = 3. Luego si B∗ = {f1, f2} es la base dual de B, entonces se
tiene que f1(α1) = 1, f1(α2) = 0, f2(α1) = 0 y f2(α2) = 1.
Entonces

f1(β) = f1(2α1 + 4α2) = 2f1(α1) + 3f1(α2) = 2

y
f2(β) = f2(2α1 + 4α2) = 2f2(α1) + 3f2(α2) = 3.

Cuando V es de dimensión finita, entonces tenemos que dim(V ∗) = dim(V ).
Teorema 3.15: Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita y B = {α1, . . . , αn}
una base de V . Entonces existe una única base dual B∗ = {f1, . . . , fn} de V ∗ tal que
fi(αj) = δij. Para cada funcional lineal f : V −→ F

α7→f(α)
sobre V se tiene

f =
n∑
i=1

f(αi)fi

y para cada α ∈ V , se tiene

α =
n∑
i=1

fi(α)αi.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.
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Definición (Anulador de un subconjunto de un F -espacio vectorial): Si V es un F -
espacio vectorial y S ⊆ V , el anulador de S (denotado por S0) es el conjunto de
funcionales lineales f : V −→ F

α 7→f(α)
tales que f(α) = 0 ∀α ∈ S. O bien,

S0 =

{
f : V −→ F

α7→f(α)
∈ V ∗

∣∣∣ f(α) = 0, ∀α ∈ S

}
.

Ejemplo 3.5: Sea V un F -espacio vectorial. Entonces

∅0 = V ∗

{0V }0 = V ∗

V 0 = 0L (V,F ).

el anulador de un conjunto S es un F -subespacio vectorial de V ∗.
Teorema 3.16: Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita y W un F -subespacio
vectorial de V . Entonces

dim(W ) + dim(W 0) = dim(V ).

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Para F -espacios vectoriales de dimensión finita, introducimos el concepto de hiperes-
pacio. Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita n, un F -subespacio vectorial
de V se dice hiperespacio si tiene dimensión n− 1.
Corolario 3.1: Si W es un F -subespacio vectorial de dimensión finita k de un F -
espacio vectorial V de dimensión finita n, entonces W es la intersección de n − k
hiperespacios en V .

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario 3.2: Si W1 y W2 son F -subespacios vectoriales de un F -espacio vectorial
de dimensión finita, entonces W1 = W2 si y sólo si W 0

1 = W 0
2 .

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

§ El doble dual

Teorema 3.17: Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita. Para cada α ∈ V
se define

Lα :V ∗ −→ F
f 7→ f(α)

Entonces la función ψ :V −→ V ∗∗

α 7→ Lα

es un isomorfismo.

En términos categóricos, si V y W son F -espacios vectoriales de dimensión finita y si
T : V −→ W es t.l. y ψV : V −→ V ∗∗ con ψV (α) = Lα entonces el diagrama:

51



3.3. El doble dual

V V ∗∗

W W ∗∗

T

ψV

T∗∗

ψW

conmuta. Luego ψV y ψW componen un isomorfismo natural.

Demostración. Es claro que Lα es lineal. Sean α, β ∈ V , c ∈ F y γ = cα+ β. Entonces
para cada f ∈ V ∗

ψ(γ) = Lγ = f(γ)
= f(cα+ β)
= cf(α) + f(β)
= cLα(f) + Lβ(f)

Luego ψ(γ) = ψ(cα + β) = cψ(α) + ψ(β). Por lo que ψ :V −→ V ∗∗

α 7→ Lα

es una transfor-

mación lineal.
Ahora supongamos que α 6= 0. Entonces Lα 6= 0V ∗∗. En efecto, existe f :V −→ F

α 7→ c1

don-

de α =
n∑
i=1

ciαi para la base ordenada B = {α, α2, . . . , αn}, por lo que f(α) = 1 6= 0.

Luego Lα 6= 0V ∗∗ , por lo que si Lα = 0V ∗∗ entonces α = 0. Ahora si α = 0 entonces
para f ∈ V ∗ se tiene que f(α) = f(0) = 0, luego Lα = 0V ∗∗ .
Así α = 0 si y sólo si Lα = 0V ∗∗ . Luego ψ :V −→ V ∗∗

α 7→ Lα

es no singular, por lo tan-

to inyectiva. Finalmente como dim(V ∗∗) = dim(V ∗) = dim(V ), por el Teorema 3.9,
ψ :V −→ V ∗∗

α 7→ Lα

es suprayectiva. Luego ψ :V −→ V ∗∗

α 7→ Lα

es un isomorfismo.
Q.E.D.

Corolario 3.3: Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita. Si L : V −→ F
α 7→L(α)

∈ V ∗

es un funcional lineal, entonces hay un único α ∈ V tal que L(f) = f(α) ∀f : V −→ F
α7→f(α)

∈

V ∗.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario 3.4: Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita. Cada base de V ∗ es
el dual de alguna base de V .

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

De Teorema 3.17 podemos identificar a un vector α ∈ V con Lα :V ∗ −→ F
f 7→ f(α)

y del

mismo modo a V con V ∗∗. De modo que, abusando de la notación, decimos que V es
el dual de V ∗ o que V y V ∗ están en dualidad mutua de forma natural.
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Considere ahora el conjunto E ⊆ V ∗. Entonces E0 es un subconjunto de V ∗∗. Así, si
identificamos a V ∗∗ con V entonces E0 es un subespacio de V , a saber, el conjunto de
los α ∈ V tales que F (α) = 0 para todo f ∈ E. Luego, enunciamos el siguiente teorema
Teorema 3.18: Si S es cualquier subconjunto de un F -espacio vectorial V de dimen-
sión finita, entonces (S0)0 = L (S).

Demostración. Sea W = L (S). Claramente W 0 = S0. Por el Teorema 3.16 se tiene
que

dim(W ) + dim(W 0) = dim(V )
dim(W 0) + dim(W 0)0 = dim(V ∗).

y como dim(V ) = dim(V ∗) se tiene que

dim(W ) = dim((W 0)0).

Como W es subespacio de (W 0)0 se tiene entonces que W = (W 0)0 y luego (S0)0 =
L (S). Q.E.D.

Los resultados de esta sección son válidos para espacios vectoriales arbitrarios, con la
necesidad de utilizar el Axioma de Elección.
Ahora consideremos V un F -espacio vectorial. Es claro que no podemos construir hi-
perespacios para V si dim(V ) 6∈ N. Por esto damos la siguiente definición:

Definición (Hiperespacio en un F -espacio vectorial): Si V es un F -espacio vectorial,
un hiperespacio en V es un F -subespacio vectorial N , distinto de V tal que si W es
un F -subespacio vectorial de V con N ⊆ W entonces W = N ó W = V .

donde expresamos la idea de que N F -subespacio vectorial de V tiene üna dimensión
menos” que V . Es decir, no existe un F -subespacio vectorial propio de V más grande
que N . Para sintetizar esta idea decimos que N es maximal en V .
Teorema 3.19: Si f : V −→ F

α 7→f(α)
es un funcional lineal en un F -espacio vectorial V

distinto del funcional lineal cero, entonces kerf es un hiperespacio en V . Recíprocamente,
todo hiperespacio de V es el kernel de un (no único) funcional lineal f : V −→ F

α 7→f(α)
distinto

del funcional lineal cero sobre V .

Demostración. Sea f ∈ V ∗ con f 6= 0V ∗ y Nf su kernel. Sea α ∈ V \ Nf . Si β ∈ V
entonces β ∈ L (Nf ∪ {α}). En efecto.

Defínase c = f(β)
f(α) . Entonces γ := β−cα ∈ Nf , pues f(γ) = f(β−cα) = f(β)−cf(α) =

0. Así β ∈ L (Nf ∪ {α}).

Ahora, sea N un hiperespacio de V . Consideremos a α ∈ V \N fijo. Como N es maximal,
L (N∩{α}) = V . Luego cada vector β ∈ V tiene la forma β = γ+cα para γ ∈ N, c ∈ F .

γ y c son determinados de manera única por β. En efecto, si tenemos β = γ′ + c′α,
γ′ ∈ N, c′ ∈ F entonces (c′ − c)α = γ − γ′. Si c′ − c 6= 0 entonces α ∈ N , una contra-
dicción. Por lo que c′ = c y γ = γ′.
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Luego entonces, si β ∈ V existe un único cβ ∈ F tal que β − cβα ∈ N . Sea g(β) el
mismo c. Entonces g(β) define un funcional lineal g :V −→ F

β 7→ c

.

En efecto, sean β, θ ∈ V y d ∈ F . Entonces para dβ f(dβ) = cdβ . Luego, β − cdβ

d ∈ N ,
por lo que cdβ

d = cβ y entonces f(dβ) = df(β).

Ahora, f(β + θ) = cβ+θ. Así, si β = γβ + cβα y θ = γθ + cθα,

γβ + cβα+ γθ + cθα = γβ+θ + cβ+θα

(γβ + γθ) − γβ+θ = (cβ+θ − (cβ + cθ))α

Y si (γβ + γθ) − γβ+θ 6= 0 entonces α ∈ N . De modo que cβ+θ = cα + cθ y entonces
f(β + θ) = f(β) + f(θ).

Finalmente, como f(β − cβα) = f(β) − cβf(α) = cβ − cβ = 0 se tiene que

N = kerf .

Q.E.D.

Lema 3.2: Si f : V −→ F
α7→f(α)

y g : V −→ F
α7→g(α)

son funcionales lineales en un F -espacio

vectorial V , c ∈ F , entonces g = cf si y sólo si kerf ⊆ kerg, i.e.

f(α) = 0condg(α) = 0.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Teorema 3.20: Sean g : V −→ F
α 7→g(α)

, f1 : V −→ F
α 7→f1(α)

, . . . , fn : V −→ F
α7→fn(α)

funcionales lineales

sobre un F -espacio vectorial V y c1, . . . , cn ∈ F . Entonces

g =
n∑
i=1

cifi

si y sólo si kerf1 ∩ · · · ∩ kerfr
⊆ kerg.

Demostración. Si g =
n∑
i=1

cifi y fi(α) = 0 para cada i ∈ [[1, n]] entonces g(α) = 0. Así,
n⋂
i=1

kerfi
⊆ kerg.

Para probar el regreso procedemos por inducción sobre n.

Por el Lema 3.2 se tiene probado el caso base n = 1. Supongamos ahora que el teorema es
cierto para n = k−1. Sean g′ : V −→ F

α7→g′(α)
, f ′

1 : V −→ F
α7→f ′

1(α)
, . . . , f ′

n : V −→ F
α7→f ′

n(α)
con g′ = g|kerfk

y f ′
j = fj |kerfk

, j ∈ [[1, k − 1]]. Así, si α ∈ kerfk
y fj(α) = 0, entonces α ∈

k⋂
i=1

kerfi
. En
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3.4. Ejercicios

particular α ∈
k−1⋂
i=1

kerfi
y entonces, por hipótesis de inducción, existen c1, . . . , ck−1 ∈ F

tales que

g′ =
k−1∑
j=1

cjf
′
j y entonces g′(α) = 0.

Sea h := g −
k−1∑
j=1

cjfj . Entonces h es un funcional lineal en V y h(α) = 0 ∀α ∈ kerfk
.

Luego, por el Lema 3.2 h = cfk, c ∈ F . Si h = ckfk entonces

g =
k∑
i=1

cifi.

Q.E.D.

§ Ejercicios

1. Demostrar los casos restantes del Teorema 3.2.

2. Comprobar que la función T en el Teorema 3.3 es una T.l.

3. Demostrar el Teorema 3.4.

4. Mostrar que A , en el Teorema 3.5, es l.i.

5. Demostrar el Lema 3.1.

6. Demostrar el Teorema 3.8.

7. Demostrar el Teorema 3.13.

8. Demostrar el Teorema 3.14.

9. Demostrar el Teorema 3.15.

10. Demostrar el Teorema 3.16.

11. Demostrar el Corolario 3.1

12. Demostrar el Corolario 3.2

13. Demostrar el Corolario 3.3

14. Demostrar el Corolario 3.4

15. Demostrar el Lema 3.2

16. Sea V un C-espacio vectorial, suponga que T : V −→ C3
α7→T (α)

es un isomorfismo. Sean
α1, α2, α3, α4 ∈ V tal que

T (α1) = (1, 0, i) T (α2) = (−2, 1 + i, 0)
T (α3) = (−1, 1, 1) T (α4) = (

√
2, i, 3)

a) ¿α1 ∈ L ({α2, α3})?

b) Sea W1 = L ({α1, α2}) y W2 = L ({α3, α4}). Determine W1 ∩W2.
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c) Encuentre una base para el C-subespacio vectorial L ({α1, α2, α3, α4}) de V .

17. ¿Es la función T :Z
/

∼n × Z
/

∼n −→ Z
/

∼n × Z
/

∼n

([ x1 ]n, [ x2 ]n) 7→ ([ x1 ]2n, [ x2 ]n)
una T.l. ? Considere los

casos

a) n ∈ N.

b) n ∈ N, n = p número primo.

18. Si C([a, b]) es el conjunto de funciones continuas en el intervalo [a, b] ⊆ R, demos-
trar que I :C([a, b]) −→ R

f 7→
b∫
a

f(t)dt
es un funcional lineal.

19. Sea V el R-espacio vectorial de las funciones polinomiales p :R −→ R
x 7→ p(x)

tal que

grad(p) ≤ 2. Defínase los funcionales lineales

f1 :V −→ R
p 7→

∫ 1
0 p(x)dx

, f2 :V −→ R
p 7→

∫ 2
0 p(x)dx

, f3 :V −→ R
p 7→

∫ −1
0 p(x)dx

.

Demuestra que {f1, f2, f3} es una base de V ∗ mostrando la base de V de la cual
es el dual.

20. Utiliza el Teorema 3.20 para probar lo siguiente. SiW es un F -subespacio vectorial
de un F -espacio vectorial de dimensión finita y si {g1, . . . , gr} es cualquier base
de W 0, entonces

W =
r⋂
i=1

kergi
.
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4
Determinantes

Esta sección es, en su gran mayoría, un transcrito de lo expuesto en [Mor14] lo cuál tam-
bién se puede encontrar en https://delta.cs.cinvestav.mx/~gmorales/Biberstein/
fvd/node19.html.

§ Permutaciones

Una permutación es una biyección sobre el conjunto [[1, n]]. Al conjunto de permutacio-
nes en [[1, n]] se le denota Sn y los elementos de [[1, n]] se les llamará n-ígitos.

El conjunto Sn junto a la operación ◦ :Sn × Sn −→ Sn
(σ, τ) 7→ σ ◦ τ

forma un grupo (Sn, ◦) al cual

llamamos grupo simétrico. Convenimos que si σ, τ ∈ Sn entonces denotamos σ ◦ τ como
simplemente στ .
Teorema 4.1: Si X,Y son conjuntos de cardinalidad n ∈ N entonces el número de
biyecciones de X a Y es n!.

Demostración. Procedemos por inducción sobre n. Supongamos n ≥ 2 y el teorema
probado para n−1. SeanX = {x1, . . . , xn} e Y = {y1, . . . , yn} conjuntos de cardinalidad
n. ∀k ∈ [[1, n]] sea Ak el conjunto de las biyecciones f de X sobre Y tales que f(xn) = yk.
La cardinalidad de Ak es igual a aquella del conjuntos de todas las biyecciones del
conjunto {x1, . . . , xn−1} sobre el conjunto Y \ {yk}. Por hipótesis de inducción esta
cardinalidad es (n−1)!. El conjunto de todas las biyecciones de X sobre Y es la reunión
de los n conjuntos Ak, ajenos a pares, cada uno de cardinalidad (n − 1)!, luego tiene
cardinalidad (n− 1)!n = n!. Q.E.D.

Definición (Ciclo): Sea n ≥ 2. Si x1, . . . , xr son n-ígitos distintos, se llama ciclo
(x1, . . . , xn) a la permutación γ ∈ Sn tal que γ(xk) = xk+1 ∀k ∈ [[1, r − 1]]

γ(xr) = x1
γ(x) = x si x 6∈ {x1, . . . , xn}

Definición (Conjunto de elementos de un ciclo): Si γ es el ciclo (x1, . . . , xn) designa-
remos por {γ} el conjunto de elementos {x1, . . . , xn}.
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4.1. Permutaciones

Definición (Familia de ciclos ajena): Una familia finita (γ1, . . . , γn) de ciclos se dice
ajena si los correspondientes subconjuntos {γ1}, . . . , {γn} son ajenos a pares.

Lema 4.1: Ciclos ajenos conmutan.

Demostración. Basta probar que si γ1, γ2 son dos ciclos ajenos vale:

γ1γ2 = γ2γ1.

Si x 6∈ {γ1} y x 6∈ {γ2} vale

γ1γ2(x) = γ2γ1(x) = x.

Supongamos ahora x ∈ {γ1}. Entonces γ1x 6= x, luego γ2x = x y en consecuencia
γ1γ2(x) = γ1(x). Pero siendo γ1(x) ∈ {γ1} vale también γ2γ1(x) = γ1(x). Luego enton-
ces

γ1γ2(x) = γ1γ2(x).

Análogamente se observa que esto vale también si x ∈ {γ2}. Q.E.D.

Teorema 4.2: Toda permutación σ ∈ Sn, σ 6= ι ( ι :Sn −→ Sn
x 7→ x

) puede representarse

como producto (conmutativo) de una familia finita de ciclos ajenos. Tal representación
es única a menos del orden de los factores.

Demostración. Sea σ ∈ Sn, σ 6= ι.

i) En el conjunto [[1, N ]] introduzcamos la relación ∼ por el convenio

y ∼ x ∃m ∈ Z tal que y = σmx

Rigen las reglas:

a) x ∼ x ∀x ∈ [[1, N ]] pues x = σ0x.

b) y ∼ xcondx ∼ y pues y = σm implica x = σ−my.

c) Las relaciones y ∼ x y z ∼ y implican z ∼ x, pues y = σpx y z = σqy implican
z = σp+qx.

De ahí se sigue que ∼ es una relación de equivalencia en [[1, N ]]. Las correspondientes
clases de equivalencia se llaman las órbitas de la permutación σ.

La órbita de un n-ígito x ∈ [[1, N ]] se reduce a {x} si y sólo si σx = x o como se
dice, x es invariante bajo σ.

Una órbita de σ reducida a un sólo punto la llamaremos órbita trivial. Puesto
que σ 6= ι, σ posee por lo menos una órbita no trivial.

ii) Sea B una órbita no trivial de σ. Fijemos arbitrariamente x ∈ B. ∃m ∈ N tal que
σmx = x, pues, de lo contrario si p, q ∈ N y p 6= q sería σpx 6= σqx, lo que es
imposible por ser [[1, N ]] un conjunto finito.

Sea r := mı́n{m ∈ N | σmx = x}. r es un entero ≥ 2. ∀m ∈ Z obtenemos por el
algoritmo de la división enteros q y t tales que m = rq + t y 0 ≤ t ≤ r − 1, de
donde:

σmx = σtσrqx = σtx
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4.1. Permutaciones

luego B contiene solamente los elementos x, σx, σ2x, . . . , σr−1x y, por minimalidad
de r, estos son distintos a pares.

El entero r depende solamente de B, pues es la cardinalidad de B. También el ciclo
γ := (x, σx, . . . , σr−1x) depende solamente de B pues γ es al restricción de σ a B:
σ|B . A su vez B = {γ}.

iii) Sea (B1, . . . , BN ) la familia de todas la órbitas no triviales de σ. ∀k ∈ [[1, N ]] sea
γk el ciclo definido por Bk como en ii) o sea γk = σ|Bk

. Puesto que {γk} = Bk los
ciclos γ1, . . . , γN son ajenos. Afirmamos que

σ = γ1 · · · γN .

En efecto:

a) Si x 6∈ Bk ∀k ∈ [[1, N ]] vale σx = x y también (γ1 · · · γN )(x) = x, pues
γk(x) = x ∀k ∈ [[1, N ]].

b) Supongamos que x ∈ Bk para algún k ∈ [[1, N ]]. (Este k es único). Enton-
ces γk(x) = σx y γi(x) = x si i 6= k. Aplicando, por ejemplo, el Lema 4.1
obtenemos:

(γ1 · · · γN )(x) = γk(γ1 · · · γk−1γk+1 · · · γN )(x) = γk(x) = σx.

De a) y b) se ve que σ = γ1 · · · γN .

iv) Para probar la unicidad de la representación σ = γ1 · · · γN (la cual, por cierto, no
será usada más adelante) supongamos una relación

σ = γ′
1 · · · γ′

N ′ .

donde γ′
1 · · · γ′

N ′ son ciclos ajenos.

Si x 6∈ {γ′
k} ∀k ∈ [[1, N ]] se verifica:

σx = x.

Supongamos que para algún k ∈ [[1, n′]] se cumple x ∈ {γ′
k}. Entonces, por ejemplo,

por el Lema 4.1:

σx = γ′
k(γ′

1 · · · γ̂′
k · · · γ′

N ′)(x) = γ′
k ∈ {γ′

k}

de donde inmediatamente por inducción:

σmx = (σ′
k)m(x) ∈ {γ′

k} ∀m ∈ N

.

Esto prueba que {γ′
k} es una órbita no trivial de σ y γ′

k = σ|{γ′
k

}. Finalmente sea B
una órbita no trivial de σ. Si x ∈ B, vale x 6= σx, luego ∃k ∈ [[1, n′]] tal que x ∈ {γ′

k}.
De ahí B = {γ′

k} o sea B figura entre las órbitas no triviales {γ′
1}, . . . , {γ′

N ′}. Se
ve pues que la representación σ = γ′

1 · · · γ′
N ′ es la misma que σ = γ1 · · · γN .Q.E.D.

Definición (Trasposición): Un ciclo γ tal que {γ} es de cardinalidad 2 se llama tras-
posición. En otras palabras, si i, j son n-ígitos distintos, la trasposición τ = (i, j) es
la permutación que satisface

τ(i) = j, τ(j) = i, y
τ(k) = k ∀k ∈ [[1, n]] tal que k 6= i y k 6= j.
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Teorema 4.3: Si n ≥ 2, toda permutación de grado n puede representarse como pro-
ducto de una familia finita de trasposiciones.

Demostración. Vale ι = (1, 2)2. Podemos pues suponer ahora σ 6= ι. En virtud del
Teorema 4.2 basta probar que todo ciclo puede representarse como producto de una
familia finita de trasposiciones. Esto se sigue de que r ≥ 2 y si x1, . . . , xr son n-ígitos
distintos a pares, rige la fórmula:

(x1, x2, x3, . . . , xr) = (x1, xr)(x1, xr−1) · · · (x1, x3)(x1, x2).

Q.E.D.

Note que la representación de una permutación como producto de trasposiciones está
lejos de ser única.
Ejemplo 4.1: Si n ≥ 3 tenemos:

ι = (1, 2)2 = (1, 3)2 = (1, 2)2(1, 3)2 = (1, 2)2(1, 3)2(2, 3)2.

Definición (Trasposición de n-ígitos consecutivos): Una permutación de grado n se
dice trasposición de n-ígitos consecutivos si es de la forma (k, k + 1) con k ∈
[[1, n− 1]].

Teorema 4.4: Si n ≥ 2 toda permutación puede representarse como producto de una
familia finita de trasposiciones de n-ígitos consecutivos.

Demostración. En virtud del Teorema 4.3 basta probar que toda trasposición puede
expresarse como producto de trasposiciones de n-ígitos consecutivos. Consideremos dos
n-ígitos: a y a+ r con r ∈ N. Observemos que la permutación

σ := (a+ r − 1, a+ r)(a+ r − 2, a+ r − 1) · · · (a+ 1, a+ 2)(a, a+ 1)

transforma a en a+ r y los n-ígitos a+ 1, a+ 2, . . . , a+ r− 1; a+ r respectivamente en
a, a+ 1, . . . , a+ r − 2; a+ r − 1. A su vez la permutación

τ := (a, a+ 1)(a+ 1, a+ 2) · · · (a+ r − 3, a+ r − 2)(a+ r − 2, a+ r − 1)

transforma los n-ígitos a, a + 1, . . . , a + r − 2; a + r − 1 respectivamente en a + 1, a +
2, . . . , a+ r− 1; a y no desplaza a a+ r. Luego la permutación τσ intercambia a+ r con
a y no desplaza ningún otro n-ígito, o sea:

(a, a+ r) = τσ.

Pero τσ es patentemente un producto de trasposiciones de dígitos consecutivos.
Q.E.D.

En este contexto un homomorfismo es una función f tal que f(στ) = f(σ)f(τ) para
cualesquiera permutaciones en Sn. En general, un homomorfismo es una función que
preserva operaciones.
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Teorema 4.5: Existe un único homomorfismo ϵ del grupo simétrico Sn en el grupo
{−1, 1} que satisface

ϵ(σ) = −1
para toda trasposición σ.

∀σ ∈ Sn vale:
ϵ(σ) = (−1)ν(σ)

donde ν(σ) es el número de pares (i, j) de elementos de [[1, n]] tales que i < j para
σ(i) > σ(j). Tales pares se llaman las inversiones de la permutación σ, ϵ(σ) se
llama el signo de la permutación σ (y se designa por sgn).

Demostración. Si existe un homomorfismo deseado ϵ, es necesariamente único. En efec-
to, en virtud del Teorema 4.3 toda permutación σ ∈ Sn puede representarse en la
forma σ = τ1 · · · τm, donde τ1, . . . , τm son trasposiciones. Por ser ϵ un homomorfismo
vale ϵ(σ) = ϵ(τ1) · · · ϵ(τm). Además, puesto que ϵ toma el valor −1 sobre toda la tras-
posición, se sigue de ahí ϵ(σ) = (−1)m. Por tanto se conoce el valor de ϵ sobre toda
permutación, elemento de Sn.

Probemos la existencia del homomorfismo ϵ. Pongamos:

P :=
∏

i,j∈[[1,n]]
i<j

(j − i) y

σP :=
∏
i<j

(σ(j) − σ(i))

Los factores de P son, a menos del orden y del signo, los mismo que los de la derecha de
σP . Más precisamente, el factor σ(j)−σ(i) es negativo si y sólo si (i, j) es una inversión
de σ. Tenemos pues:

σP = ϵ(σ)P
donde ϵ(σ) := (−1)ν(σ) y ν(σ) es el número de inversiones de la permutación σ. Más
generalmente si f es cualquier aplicación de [[1, n]] en [[1, n]] se verifica:∏

i<j

(f(σ(j)) − f(σ(i))) = ϵ(σ)
∏
i<j

(f(j) − f(i)).

En efecto, como antes, los factores a la izquierda de esta última igualdad son los mismos,
a menos del orden y el signo, que los a la derecha y el número de cambios de signo es
siempre ν(σ).

Sean σ, τ permutaciones arbitrarias, elementos de Sn. Al escribir la última igualdad con
f = τ obtenemos mediante las últimas cuatro igualdades

ϵ(τσ)P = (τσ)P =
∏
i<j

(τσ(j) − τσ(i))

= ϵ(σ)
∏
i<j

(τ(j) − τ(i))

= ϵ(σ)ϵ(τ)P

De ahí:
ϵ(τσ) = ϵ(τ) · ϵ(σ).
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Esta relación prueba que ϵ es un homomorfismo del grupo Sn sobre el grupo {−1, 1}.

Queda por probar que ϵ toma valor −1 sobre toda trasposición. Sea σ = (a, b) una
trasposición arbitraria. Aquí a, b son elementos distintos de [[1, n]]. Cabe suponer a < b
y escribir b = a+ r con r ∈ N.

Las inversiones de σ = (a, a+ r) son:

(a; a+ 1), (a; a+ 2), . . . , (a; a+ r − 1),
(a+ 1; a+ r), (a+ 2; a+ r), . . . , (a+ r − 1; a+ r),

y (a; a+ r).

El número de dichas inversiones es 2r − 1, luego:

ϵ(σ) = (−1)2r−1 = −1.

Q.E.D.

Definición: Sea σ ∈ Sn. σ se dice permutación par si sgn(σ) = 1. σ se dice permu-
tación impar si sgn(σ) = −1. Si representamos σ como producto de trasposiciones, σ
será una permutación par o impar según el número de dichas trasposiciones sea par o
impar.

De ahí se sigue: Si representamos una misma permutación de diferentes maneras como
producto de trasposiciones, la paridad del número de factores es siempre la misma o
sea depende solamente de σ.
Teorema 4.6: Sean σ, τ ∈ Sn. El producto στ es una permutación par si y sólo si
ambas σ y τ son permutaciones pares o ambas son impares.

στ es una permutación impar si una de las permutaciones σ, τ es par y la otra es impar.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Se designa por An al conjunto de todas las permutaciones pares de grado n.
Teorema 4.7: An es un subgrupo de Sn. An se llama el grupo alternado de grado
n.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Teorema 4.8: Si n ≥ 2 el número de permutaciones pares de grado n es igual al
número de permutaciones impares de grado n, luego ambos son n!

2 . Por tanto

◦(An) = n!
2
.

Demostración. Sea α una permutación impar fija de grado n. La aplicación σ → ασ
es una biyección de Sn sobre sí mismo. Intercambia An con su complemento. De ahí la
conclusión. Q.E.D.
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§ Funciones determinantes

Definición (Función n-lineal): Sea R un anillo conmutativo con identidad. Si

D : Mn(R) −→ R
A 7→ D(A)

y α1, . . . , αn representan las filas de la matriz A, se dice que D : Mn(R) −→ R
A 7→ D(A)

es n-

lineal si ∀i ∈ [[1, n]] D es función lineal en la i-ésima fila cuando las demás filas quedan
fijas, es decir

D(α1, . . . , cαi + α′
i, . . . , αn) = cD(α1, . . . , αi, . . . , αn) +D(α1, . . . , α

′
i, . . . , αn)

donde (α1, . . . , cαi + α′
i, . . . , αn) es la representación en filas de la matriz A.

Lema 4.2: Combinaciones lineales de funciones n-lineales son n-lineales.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Definición (Función n-lineal alternada): Sea R un anillo conmutativo con identidad.
Si D : Mn(R) −→ R

A 7→ D(R)
es una función n-lineal, esta se dice alternada si D(A) = 0 cuando

dos filas son iguales.

Lema 4.3: Sea D : Mn(R) −→ R
A 7→ D(R)

una función n-lineal alternada. Entonces, si A′ es

una matriz obtenida al intercambiar dos renglones de la matriz A, entonces D(A) =
−D(A′).

Demostración. Sean α1, . . . , αn las filas de A. Como D es n-lineal

D(α1, . . . , αi + αj , . . . , αi + αj , . . . , αn) = D(α1, . . . , αi, . . . , αi, . . . , αn)
+D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn)
+D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn)
+D(α1, . . . , αj , . . . , αj , . . . , αn)

de donde, como D es alternante

D(α1, . . . , αi + αj , . . . , αi + αj , . . . , αn) = D(α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn)
+D(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn)
= D(A) +D(A′)
= 0.

luego entonces D(A) = −D(A′). Q.E.D.

Definición (Función determinante): Sea R un anillo conmutativo con identidad y
sea D : Mn(R) −→ R

A 7→ D(R)
. Decimos que D es una función determinante si D es n-lineal

alternante y D(I) = 1.
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4.2. Funciones determinantes

Teorema 4.9 (Unicidad de la función determinante en Mn(R)): Sea R un anillo
conmutativo con identidad. Entonces existe una y sólo una función determinante

det : Mn(R) −→ R
A 7→ det(A)

definida por

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

A((i, σ(i))).

Si D : Mn(R) −→ R
A 7→ D(A)

es cualquier función n-lineal alternante entonces

D(A) = det(A)D(I).

Demostración. Sean α1, . . . , αn las filas de A y sean ϵ1, . . . , ϵn las filas de la matriz
identidad I. Entonces se tiene que A = AI, o bien

[AI]((i, j)) =
n∑
k=1

A((i, k))I((k, j))

entonces α1 =
n∑

k1=1
A((1, k1))ϵk1 . Luego

D(A) = D(α1, . . . , αn)

= D

(
n∑

k1=1

A((1, k1))ϵk1 , . . . , αn

)

=
n∑

k1=1

A(1, k1)D(ϵk1 , . . . , αn).

Análogamente tenemos α2 =
n∑

k2=1
A((2, k2))ϵk2 , de donde

D(A) =
n∑

k1=1

A(1, k1)
n∑

k2=1

A(2, k2)D(ϵk1 , ϵk2 , . . . , αn)

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

A(1, k1)A(2, k2)D(ϵk1 , ϵk2 , . . . , αn).

y de manera similar obtenemos al final

D(A) =
n∑

k1=1

· · ·
n∑

kn=1

n∏
i=1

A((i, ki))D(ϵk1 , . . . , ϵkn
),

de donde, como D es n-lineal alternada se tiene que para todo ki, kj ∈ [[1, n]] tal que
i = j D(ϵk1 , . . . , ϵkn) = 0, por lo que tenemos que

D(A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

A((i, σ(i)))D(ϵσ(1), . . . , ϵσ(n)).
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4.3. Ejercicios

Realizando una cantidad finita l de intercambios de renglón obtenemos que

D(A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

A((i, σ(i)))(−1)lD(I)

de donde D(ϵσ(1), . . . , ϵσ(n)) = (−1)lD(I), y en particular, si D es una función deter-
minante, entonces

D(ϵσ(1), . . . , ϵσ(n)) = (−1)l.

Luego, el intercambio de filas equivale a descomponer la permutación en transposiciones,
esto es, que (−1)l = sgn(σ). Luego entonces, para det función determinante

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

A((i, σ(i))).

Luego, si D es una función n-lineal alternante, entonces

D(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

A((i, σ(i)))D(I)

= det(A)D(I).

Q.E.D.

Teorema 4.10: Sea R un anillo conmutativo con identidad, y sean A,B ∈ Mn(R).
Entonces

det(AB) = det(A) det(B)

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

§ Ejercicios

1. Demostrar el Teorema 4.6.

2. Demostrar el Teorema 4.7.

3. Demostrar el Lema 4.2

4. Demostrar el Teorema 4.10.

5. Demostrar que toda permutación en Sn, n ≥ 3 se puede descomponer en 3-ciclos
de la forma (1, 2, 3), (1, 2, 4), . . . , (1, 2, n).

6. Sea R un anillo conmutativo con identidad y A ∈ M3(R) con

A =

 0 a b
−a 0 c
−b −c 0


7. Sea F un campo y A ∈ Mn(F ). Si A es invertible demuestre que det(A) 6= 0.
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4.3. Ejercicios

8. Una matriz A ∈ Mn(R), R un anillo conmutativo con identidad, se dice triangular
si Aij = 0 para i, j ∈ [[1, n]] con i > j o si Aij = 0 para i < j. Demuestra que si A
es una matriz triangular entonces

det(A) =
n∏
i=1

Aii

9. Sea σ ∈ Sn y A ∈ Mn(F ), con F un campo. Sean α1, . . . , αn los vectores fila de
A. Definimos

σ(A) := [ασ(1) · · ·ασ(n)].

a. Sea B ∈ Mn(F ). Demuestre que σ(AB) = σ(A)B, y en particular que
σ(A) = σ(I)A.

b. Sea
T :Fn −→ Fn

(x1, . . . , xn) 7→ xσ(1), . . . , xσ(n)

.

Probar que T es un operador lineal invertible.

c. Probar que [T ]C = σ(I).

d. ¿Es σ−1(I) la matriz inversa de σ(I)?

e. ¿Es σ(A) similar a A?

10. Juegue determinética.
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A
Clases de equivalencia

módulo n

§ Deducciones propias de las clases de equivalencia
módulo n

Sea n ∈ Z. Definamos la relación ∼n por

a ∼n b n | a− b.

Esta relación es una relación de equivalencia. El conjunto cociente correspondiente se
denota Z

/
∼n y sus clases de equivalencia [ x ]n.

Definición (Operaciones en Z
/

∼n):

La suma en Z
/

∼n es la función + :Z
/

∼n × Z
/

∼n −→ Z
/

∼n

(a, b) 7→ [ a+ b ]n
.

La multiplicación en Z
/

∼n es la función · :Z
/

∼n × Z
/

∼n −→ Z
/

∼n

(a, b) 7→ [ a · b ]n
.

Por sugerencia de un compañero intenté explicar algunos de los casos de interés utili-
zando el teorema del residuo. Note que si n | a− b entonces a = nk+ b y por el teorema
del residuo a = nq + r, luego es fácil ver que r ∼n b.

i) Si a > n, por el teorema del residuo a = nq + r, 0 ≤ r < n, entonces si α ∈ [ a ]n
α = nk + a = nk + nq + r = n(k + q) + r, entonces α ∈ [ r ]n. Luego, si β ∈ [ r ]n
entonces β = nq′ + r, como r = a − nq β = nq′ + a − nq = n(q′ − q) + a, luego
β ∈ [ a ]n. Entonces

[ a ]n = [ r ]n.

ii) Si a < 0, por el teorema del residuo a = nq + r, 0 ≤ r < n, luego r = a − nq
y como r ≥ 0 y a < 0 entonces a < −nq y −nq ≥ 0. Entonces si γ ∈ [ a ]n
γ = nk+a = nk+nq+r = n(k+q)+r = n(k+q)+(−nq+a), luego γ ∈ [ −nq+a ]n
con −nq + a ≥ 0. Así, podemos llegar a que

[ a ]n = [ −nq + a ]n

67



A.2. Ejercicios

Ejemplo A.1: 1) [ 2 ]6[ 3 ]6 = [ 2 · 3 ]6 = [ 6 ]6 = [ 0 ]6.

2) [ 4 ]13 + [ 12 ]13 = [ 4 + 12 ]13 = [ 16 ]13 = [ 3 ]13.

3) [ −1 ]5 + [ 16 ]5 = [ 4 ]5 + [ 16 ]5 = [ 20 ]5 = [ 0 ]5.

4) [ 851 ]17[ 5135 ]17+[ 1000000 ]17 = [ 1 ]17[ 1 ]17+[ 1000000 ]17 = [ 1 ]17+[ 1000000 ]17 =
[ 1000001 ]17 = [ 10 ]17

Note que (Z
/

∼n,+) es un grupo abeliano y además (Z
/

∼n,+, ·) es un anillo. Cuando
n es primo tenemos entonces un campo finito. Si ahora consideramos las unidades del
anillo, se tiene entonces que (UZ

/
∼n

, ·) es un grupo, llamado el grupo de unidades de

Z
/

∼n.

§ Ejercicios

1) Probar que la relación ∼n es de equivalencia.

2) Pruebe que si p es primo entonces Z
/

∼p es un campo con cardinalidad finita.

3) ¿Es 219 − 1 primo?

4) ¿12039809185092830197283782828282828282828282828282828282 tiene raíz n-ésima
entera para todo n ∈ N \ {0, 1}?
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B
Espacios vectoriales de

dimensión infinita

El estudiante interesado puede encontrar una sección dedicada a espacios vectoriales de
dimensión infinita en [Jac53]

Las siguientes definiciones y resultados son utilizados en su mayoría de manera implícita
en la sección 2.2.

§ El axioma de elección

Definición (Función selectora): Sea A un conjunto. Una función selectora o de
elección para A es una función f : P(A) \ {∅} −→ A tal que, para todo

B ∈ P(A) \ {∅}, f(B) = fB ∈ B.

Con esto es momento de interpretar A.7:

Axioma 7 (de Elección): Todo conjunto no vacío tiene una función selectora.

Aceptar el axioma de Elección en nuestra teoría equivale a aceptar el Teorema de
Zermelo (del Buen orden) así como el Lema de Zorn y otros tantos resultados. Entre
ellos, está la equivalencia con la existencia de las bases de cualquier F -espacio vectorial.

Implícitamente se utiliza esto para poder elegir un vector α ∈ V \ {0V }, al igual que
en muchos otros teoremas se elige un elemento arbitrario del conjunto sin importar si
este es un conjunto finito o infinito. El axioma de elección evita el problema de definir
exactamente qué significa “tomar” una infinidad (o de una) de elementos, garantizando
la existencia de una función de elección para cualquier conjunto.
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B.2. Cardinales

§ Cardinales

Cardinalidad en conjuntos infinitos

Definición: La cardinalidad de A es menor o igual a la cardinalidad de B, si existe
una función inyectiva f :A −→ B

a 7→ f(a)
.

Teorema B.1: Si A y B son conjuntos numerables, entonces A×B es numerable.

Demostración. [Her17]. Una prueba utilizando el teorema de Cantor-Bernstein puede
encontrarse en libros de Cálculo IV u de otras maneras en [SF96]. Q.E.D.

Corolario B.1: El producto cartesiano de una cantidad finita de conjuntos numerables
es numerable. Consecuentemente, Nm es numerable para todo m ∈ N.

Demostración. Ejercicio. Q.E.D.

Corolario B.2: El conjunto de los números enteros Z y el conjunto de los números
racionales Q son numerables.

Demostración. [Her17]. Sería buena idea ir preparándose para álgebra IV a la vez que
ve la demostración de este corolario. Q.E.D.

Teorema B.2: El conjunto de los números reales R es un conjunto no numerable.

Demostración. [Her17]. O, si lo prefiere, de una vez prepárase y vea en conjunto topo-
logía de Rn en [KF70]. Q.E.D.

Observación: La relación de orden en los números cardinales ≤ es un orden parcial.

Lema B.1: Si A1 ⊆ B ⊆ A y card(A1) = card(A), entonces card(B) = card(A).

Demostración. [Her17] Q.E.D.

Aritmética de cardinales

Las siguientes definiciones son utilizadas de manera implícita en la demostración del
caso infinito para la cardinalidad de las bases de un F -espacio vectorial.

Definición: Si card(A) = κ, card(B) = λ y A ∩B = ∅, entonces

κ+ λ = card(A ∪B).

La suma de cardinales no depende de la elección de los conjuntos A y B. El axioma de
elección implica que si κ es infinito, entonces κ+ κ = κ.

Definición: Si card(A) = κ y card(B) = λ, entonces

κ · λ = card(A×B).
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B.3. Un último teorema

§ Un último teorema

Teorema B.3 (Invarianza en la cardinalidad de las bases de un F-e.v.): Toda base de
un F -espacio vectorial tiene la misma cardinalidad.

Demostración. (Caso infinito) Sean A y B bases de un F -espacio vectorial V ordena-
das por conjuntos de índices bien ordenados I y J respectivamente, con card(A ) ≥ ℵ0
e i ∈ I y j ∈ J . Demostrado el caso finito, entonces tenemos que card(B) ≥ ℵ0

Cada vector αi ∈ A es representado de forma única como una combinación lineal finita
de vectores βj ∈ B. En efecto, sean Ji1 ⊆ J y Ji2 ⊆ J conjuntos finitos. Suponga que
existen {ck}k∈Ji1 ⊆ F y {dk}k∈Ji2 ⊆ F y se tiene que

αi =
∑
k∈Ji1

ckβk y αi =
∑
k∈Ji2

dkβk

Entonces

∑
k∈Ji1

ckβk =
∑
k∈Ji2

dkβk∑
k∈Ji1

ckβk −
∑
k∈Ji2

dkβk = 0

Luego, separando las sumas en índices en común e índices no en común, se tiene

∑
k∈Ji1∩Ji2

(ck − dk)βk +
∑

k∈Ji1\Ji2

ckβk −
∑

k∈Ji2\Ji1

dkβk = 0

B es base, entonces ∀ck, k ∈ Ji1 \ Ji2 se tiene que ck = 0 y del mismo modo ∀dk, k ∈
Ji2 \Ji1 se tiene que dk = 0. Luego, ∀k ∈ Ji1 ∩Ji2, ck−dk = 0. Luego entonces ck = dk.
Así, tenemos que la representación es única.

Ahora, cada βj ∈ B aparece en una combinación lineal finita de un αi ∈ A . Si no
fuera así, entonces suponga que βj0 no aparece en ninguna combinación lineal finita
para todo αi ∈ A . Luego, sea Ij0 ⊆ I conjunto finito y sea {el}l∈Ij0

⊆ F , como A es
base, entonces

βj0 =
∑
l∈Ij0

elαl

Cada αl, l ∈ Ij0 se representa como una combinación lineal finita de vectores en B, sea
Jα ⊆ J conjunto finito y {ck}k∈Jα , supongamos entonces

βj0 =
∑
k∈Jα

ckβk
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B.4. Ejercicios

luego entonces, B es linealmente dependiente, lo que contradice que B sea una base
de V . Por lo tanto, todo vector βj ∈ B aparece en alguna combinación lineal que re-
presenta a los αi ∈ A .

Entonces se define f : B −→ A
βj 7→ αi

que a un βj ∈ B le asigna sólo un αi ∈ A donde

βj forma parte de la combinación lineal finita única que representa a αi. Entonces
f : B −→ A

βj 7→ αi

es una función.

Luego, sea Ji ⊆ J conjunto finito y α′
i ∈ f(B), entonces f−1({α′

i}) = {βj}j∈Ji , Ji ⊂ J
es un conjunto tal que βj forma parte de la combinación lineal finita única que repre-
senta a αi, entonces f−1({α′

i}) es un conjunto finito.

Sea Γ := {f−1({α′
i}) ∈ P(B) | α′

i ∈ f(B)}. Luego B =
⋃
γ∈Γ

γ, la cual, como f

es función, es una unión disjunta. Así card(B) =
∑
γ∈Γ

card(γ) ≤ card(f(B)) y como

f(B) ⊆ A , card(f(B)) ≤ card(A ). Luego entonces card(B) ≤ card(A ) y se tiene que
existe ϕ : B −→ A función inyectiva.

De manera análoga, intercambiando los papeles de B y A , se llega a que card(A ) ≤
card(B) y entonces existe una función inyectiva ψ : A −→ B. Luego, por el Teorema
0.1 se tiene que card(A ) = card(B). Q.E.D.

§ Ejercicios

1) Demostrar el Teorema B.1.

2) Demostrar el Corolario B.1.

3) a) Demostrar que RN es un R-espacio vectorial.

b) Sea en = (δnk)k∈N ∈ RN. ¿Es el conjunto B = {en ∈ RN | n ∈ N} una base
de RN?

4) Sea F un campo. Encontrar una base para F [x] como F -espacio vectorial.
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C
Espacios cociente

73



74



Frases célebres del Dr. Hugo Méndez Delgadillo:

El conjunto de los perros rabiosos.

Abusamos de la notación para no ahogarnos en ella.

Que sea legal y nos convenga.

Santiago, te pusiste modo entero. Zzzzzzz.

Je, je, je.

Eso puede que venga en el examen.



ひなは... わたしたちを永遠にしてくれる？(manio) [man22].

Figura C.1: Ya nos vamos, Miku. Ya es de noche.

...Fin.
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